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Introducción a la Computación  -  RELACIONES


Relaciones
Parejas ordenadas

El orden de los elementos en un conjunto no interesa, por ejemplo: dados A = {1, 2} y B = {2, 1}, representan el mismo conjunto; o sea que para ser iguales nos importa únicamente que los conjuntos contengan los mismos elementos, sin importar el orden en que éstos se enumeren.
Definamos un nuevo concepto: una pareja ordenada consiste en dos componentes, de los cuales a uno se le designa como el primer componente, y al otro, el segundo.   Dada una pareja ordenada donde a es el primer componente y b es el segundo, ésta se escribe (a, b).
De lo expuesto, se deduce entonces que, dadas dos  parejas ordenadas: (a, b) y (c, d) son iguales si y solo si se cumple que    a = c   y   b = d   .
El concepto de pareja ordenada se puede extender para el caso de tres componentes (a, b, c) donde a  es el primer componente de la terna, b  el segundo y c  el tercero.  En general se puede extender el concepto para n componentes (n-tuplas).
Producto cartesiano

Consideremos dos conjuntos arbitrarios A y B.   El conjunto de todas las parejas ordenadas (a, b) en donde  a ∈ A y b ∈ B  se llama producto  o producto cartesiano de A y B.

La definición de producto cartesiano puede extenderse fácilmente al caso de más de dos conjuntos, si son tres hablaremos de ternas ordenadas de elementos, etc..

Entonces: se llama producto cartesiano de dos conjuntos A y B., se representa A x B, al conjunto de pares ordenados (a, b), tales que el primer componente de la pareja pertenece al primer conjunto y el segundo componente al segundo conjunto.
   simbólicamente:    A x B = {(a, b) / a ∈ A, b ∈ B}.
El producto cartesiano, en general, no es conmutativo.  Es decir: A x B ≠ B x A; sólo se cumple la igualdad si los conjuntos A y B son coincidentes.
Por ejemplo si:  A = {a, b}  y  B = {1, 2},
                                                                       A x B = {(a, 1), (a, 2), (b, 1), (b, 2)}

                                                              B x A = {(1, a), (2, a), (1, b), (2, b)},
Queda claro que los conjuntos tienen elementos (parejas ordenadas) distintos.

Formas de representación

Sean los conjuntos:    A = {a, b, c}  y  B = {1, 2, 3, 4},  su producto cartesiano resulta:
A x B = {(a, 1), (a, 2), (a, 3), (a, 4), (b, 1), (b, 2), (b, 3), (b, 4), (c, 1), (c, 2), (c, 3), (c, 4)}

Se puede representar gráficamente por medio de puntos en un plano, como se muestra a continuación.   Cada punto P representa una pareja ordenada (a, b) de valores y viceversa.  En el eje horizontal representamos los elementos del primer conjunto y en el vertical los valores del segundo conjunto.

A esta representación se le conoce como diagrama cartesiano.
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Otra manera de visualizar, es a través de una representación gráfica, donde se destaquen los elementos que pertenecen al conjunto A y los que pertenecen a B (diagrama de VENN).   Se trazan flechas que indican la relación que existe entre cada elemento del conjunto A y su pareja en el conjunto B.
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A esta representación gráfica se le conoce como diagrama de flechas.

Una tercera forma de representar, es la conocida como diagrama de árbol, que consiste en escribir los elementos según un orden jerárquico partiendo de un punto inicial, al que se subordinan los elementos del primer conjunto y a cada uno de éstos los del segundo.
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Definición
Se define como  relación o correspondencia R  entre los conjuntos A y B, a un subconjunto del producto cartesiano A x B, compuesto por pares de elementos que cumplen cierta regla definida. Este puede estar formado por un solo par ordenado, varios, todos o ninguno de los que forman parte de A x B, por lo tanto:
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Ejemplo:

Dados los conjuntos:  A = {1, 2, 3, 4, 5}   B = {1, 3, 5, 6}  y la relación R definida como “mayor que” que vincula elementos de A con los de B (en ese orden)

El diagrama (VENN) es:
  

                                   A                                                        B




El conjunto de pares ordenados que forman parte de R está compuesto  por un elemento del primer conjunto y un elemento del segundo conjunto en ese orden y además satisfacen la condición que define esa relación.  Se dice que:

Elementos de una relación
Volvamos al ejemplo anterior:

El conjunto A es el conjunto Inicial o conjunto de Partida.   Los elementos de A que forman parte de la relación son el primer componente de las parejas; en el diagrama de flechas es el de donde parten las flechas.

El conjunto B es el conjunto Final o conjunto de Llegada.   Los elementos de B que forman parte de la relación son el segundo componente de las parejas; en el diagrama de flechas es al que llegan las flechas.
El Dominio es el conjunto de los primeros elementos de cada par ordenado.  De cada elemento del dominio sale por lo menos una flecha. O sea que el Dominio es un subconjunto del conjunto de Partida, ya que algunos elementos del conjunto inicial pueden no formar parte de la relación.
      Simbólicamente:
                                        Dada R ( (AxB),   DR = { x /  x ∈ A  ˄  (  (x,y) ∈ R}  
Imagen es el conjunto de los segundos elementos de cada par ordenado.  En una relación, a cada elemento del conjunto Imagen llega por lo menos una flecha.  El conjunto Imagen es un subconjunto del conjunto de Llegada, ya que algunos elementos del conjunto final pueden no formar parte de la relación.  Al conjunto Imagen, también se le llama Domino de Imágenes.
      Simbólicamente:
                                        Dada R ( (AxB),   IR = { y /  y ∈ B  ˄  ( (x,y) ∈ R}  
En nuestro ejemplo:

Dados dos conjuntos A y B, y una relación R entre ellos, se denomina relación inversa de R, y se representa por R -1, a la correspondencia que asocia a los elementos del conjunto final con los del conjunto inicial de R; es decir, tiene como Dominio el conjunto Imagen de R, y como conjunto Imagen el Dominio de R.
Simbólicamente:
Siguiendo con el ejemplo anterior, representemos R-1 : 
                                                                                           A
                                      B
                 




Veamos un nuevo ejemplo:
Sean los conjuntos A = {a, b, c},  B = {1, 2, 3, 4}  y  R = {(a,2), (b,2), (b,3), (b,4)}
R es una relación entre elementos de los conjuntos A y B, ya que  R ( (AxB).

Los elementos de la relación son:

Gráficamente:

1) Diagrama cartesiano


2) Diagrama de flechas: 
3) Diagrama de árbol:
4) R -1  (Diagrama de flechas):
5) Matriz asociada a la relación
Formemos una matriz donde cada elemento vale 1 o 0, según haya relación o no para el par que determina su fila y su columna.   Por ejemplo, tomenos la primer fila para indicar los correspondientes al primer elemento del conjunto de partida, la segunda para el segundo y así sucesivamente; similarmente con las columnas para los elementos del conjunto de llegada.
Resulta entonces:


                   1       2       3       4 
         a        0      1       0       0
         b        0      1       1       1
         c        0      0       0       0
Observemos que hay 1 para las parejas (a, 2), (b, 2), (b, 3), (b, 4), lo que se corresponde con la relación que estamos tratando.
Podríamos haber indicado las columnas para el conjunto de partida y las filas para la llegada, lo que nos habría dado como resultado la matriz traspuesta.
Indicando con claridad como se disponen los elementos por fila y columnas, y que corresponde a cada una, poco importa cual sea el criterio que adoptemos para su representación.

Parece que esta forma de indicar la relación es más cómoda para representarla o almacenarla en un computador.
Relación Total 
Definimos como Relación Total a aquella donde el Dominio coincide con el conjunto de Partida; o sea que todos los elementos de este último tienen por lo menos un correspondiente en el conjunto de Llegada.
      Simbólicamente:
                                 Dada R ( (AxB), es Total si:  (  x ( A   (  (  y ∈ B  /  (x,y) ∈ R}  
Ejemplo:
Sean los conjuntos:  A = {2, 3}   B = {2, 4, 6, 7}  
                                 y la relación R de A en B definida como: “divisor de” 
        resulta:           R = {(2, 2); (2, 4); (2, 6); (3, 6)}
(todos los elementos del conjunto de Partida figuran por los menos una vez como primer componente de las parejas de la Relación).
Tipos de correspondencia
Inyectiva. Es cuando una correspondencia R entre dos conjuntos A y B, cumple que cada elemento del conjunto Imagen es el correspondiente de un solo elemento del conjunto Dominio.

Ejemplo:

a cada elemento del conjunto Imagen = {2, 4}, llega una sola flecha.   A los elementos del Dominio les llamamos pre-imágenes; así 2 es imagen de a, y a es la pre-imagen de 2.
Sobreyectiva. Es cuando en una correspondencia R entre dos conjuntos A y B, se cumple que el conjunto Imagen coincide con el conjunto de Llegada, o sea que todos los elementos del conjunto de Llegada tienen por lo menos una pre-imagen.

Ejemplo:

Unívoca. Es una correspondencia R entre dos conjuntos A y B, donde se cumple que todos los elementos del Dominio tienen una única Imagen; o sea que los elementos del conjunto de Partida o bien no tienen imagen, o tienen una sola.

Ejemplo:
Multívoca. Es una correspondencia R entre dos conjuntos A y B, en que se cumple que algún elemento del Dominio tiene más de una imagen.

Ejemplo:

Biunívoca. Es una correspondencia R entre dos conjuntos A y B, donde se cumple que tanto R como R -1 son unívocas.

Ejemplo:
RELACIÓN BINARIA en un CONJUNTO
Hasta ahora vimos relaciones establecidas entre elementos de dos conjuntos distintos, lo que estrictamente podemos definir como Relación Binaria (entre dos).

Ahora, veamos un caso particular donde el conjunto inicial y el final es el mismo, este caso lo llamaremos Relación Binaria Interna, (o Unaria).
Entonces, dado A un conjunto cualquiera y R una relación que vincula elementos de dicho conjunto entre si; se dice que R es una relación binaria en A. 
              (R ⊆ A×A; es decir, R es un subconjunto del producto AxA).

Podemos representar gráficamente este tipo de relación, tal como lo hemos hecho para cuando eran dos conjuntos distintos: diagrama cartesiano, flechas, árbol; pero dado que solo hay un conjunto, y que la relación entre los elementos es interior al mismo, podemos representarlo gráficamente, mediante flechas que indiquen la relación entre ellos, sin necesidad de dibujar dos conjuntos (Grafo).
Ejemplo:

 Sea A = {1, 2, 3, 4, 6}  y  ƒ  la relación en AxA (A2)  (   f(x) = 2x
                (ƒ hace corresponder a cada elemento su doble).

El conjunto de parejas ordenadas de la relación es: F = {(1, 2), (2, 4), (3, 6)}

Representado mediante diagrama de flechas:

Representado como relaciones entre elementos de un conjunto:

Ejemplo:
Sea A = {1, 2, 3, 6} y  ƒ  la relación en A2  definida como:   “divisor de”.  

El conjunto de la relación es: 
                                  F = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 6), (2, 2), (2, 6), (3, 3), (3 6), (6, 6)}

Gráficamente:

                

Propiedades
Si tenemos una relación R entre los elementos de un mismo conjunto A, podemos enunciar las siguientes propiedades:
· Reflexiva: Cuando todo elemento del conjunto está relacionado con sí mismo. 

   - Simbólicamente:  (  a ( A  (  a R a.
· Simétrica: Cuando cada vez que un elemento está relacionado con otro, éste segundo también está relacionado con el primero.
   - Simbólicamente:  (  a ( A  y  b ( A  (a≠b),   si a R b  (  b R a.
· Transitiva: Cuando cada vez que un elemento está relacionado con otro, y éste está relacionado con un tercero, el primer elemento está relacionado con el tercero.
   - Simbólicamente:  (  a ( A,  b ( A  y  c ( A  distintos,   si a R b  y  b R c  (  a R c.
Hay quienes la definen más ampliamente:
Si existe alguna terna de elementos de A que cumplan:   a R b  ,   b R c  y   a R c,   entonces no cumple la propiedad Transitiva, de lo contrario la cumple.
· Antireflexiva: Cuando todo elemento del conjunto no está relacionado con sí mismo. 

   - Simbólicamente:  (  a ( A   (  a R a.
· Antisimétrica: Cuando cada vez que un elemento está relacionado con otro, éste segundo no está relacionado con el primero.
   - Simbólicamente:  (  a ( A  y  b ( A  (a≠b),   si a R b   (    b R a.
      (también se puede decir que:  (  a ( A  y  b ( A    si a R b  y  b R a   (   a = b)
Hagamos diagramas de flecha para ejemplificar las propiedades anteriores.

· Reflexiva   (todos los elementos tienen bucle.)
Ejemplo

Sea A = {-2, 1, 2, 3}  y  una relación R definida en A como: “igual a...” 
R = {(-2, -2), (1, 1), (2, 2), (3, 3)}

· Simétrica   (toda flecha tiene ida y vuelta.)
Ejemplo

Sea A = {-2, 1, 2, 3}  y  una relación R definida en A como: “elementos distintos cuya suma sea mayor o igual que 1” 
R = {(-2, 3), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 3), (3, -2), (3, 1), (3, 2)}

· Transitiva  (siempre que haya dos flechas consecutivas, hay otra que une el primero con el tercero.)
Ejemplo

Sea A = {-2, 1, 2, 3}  y  una relación R definida en A como: “menor que” 
R = {(-2, 1), (-2, 2), (-2, 3), (1, 2), (1, 3), (2, 3)}

· Antireflexiva  (cuando no hay bucles.)
Ejemplo: el anterior de la relación “menor que”.
· Antisimétrica   (cuando no hay flechas de ida y vuelta entre dos elementos distintos cualesquiera.)
Ejemplo: el anterior de la relación “menor que”. (observe que la relación “menor o igual” también es antisimétrica) 
CLASIFICACIÓN

Según las propiedades mostradas anteriormente, clasificaremos las relaciones en:

· Relación de equivalencia: se llama a toda relación binaria en un conjunto que cumpla las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva. 

Permite marcar características similares entre los elementos de un conjunto mediante su clasificación, determinando una partición del mismo en clases de equivalencia.
Ejemplo:  tomemos en un plano el conjunto de rectas incluidas en él y la relación 
“paralela a”. 
Cumple las propiedades:

a) Reflexiva: toda recta a es paralela a sí misma.

b) Simétrica: si a es paralela b  (  b es paralela a.
c) Transitiva: si a es paralela b  y  b es paralela c (  a es paralela c.
Por lo tanto esta relación es una relación de equivalencia.

Clases de equivalencia

Dada un relación de equivalencia R definida en un conjunto A, si a ( A, se llama clase de equivalencia de a, se escribe [a], al subconjunto formado por todos los elementos de A relacionados con a por la relación de equivalencia R.

      - Simbólicamente:  [a] = { x / x ( A  y  x R a}.

Las clases de equivalencia determinan una partición en el conjunto donde se define la relación dado que:


(La tercera conclusión está implícita en la cuarta)

Dada una relación R en un conjunto A, se llama cociente de A respecto a R (se representa A / R), al conjunto formado por todas sus clases de equivalencia.

Ejemplo:
Sean el conjunto A = {1, 2, 3, 4, 5}

y la relación de equivalencia  R = {(1,1), (2,2), (3,3), (2,3), (3,2), (4,5), (4,4), (5,5), (5,4)}
La clase de equivalencia de cada elemento es:

[ 1 ] = {1}

[ 2 ] = {2, 3}

[ 3 ] = {2, 3}

[ 4 ] = {4, 5}

[ 5 ] = {5, 5}

En definitiva, dado que se repiten [ 2 ] y [ 3 ] las clases de equivalencia son:
                                                                                                 {1}   {2, 3}   {4, 5}

 o sea que A / R  =  {{1}, {2, 3}, {4, 5}}

· Relación de orden: es toda relación binaria en un conjunto, que sea:  reflexiva, antisimétrica y transitiva. 

Permite ordenar los elementos a través de la relación.  Pueden definirse dos tipos de relación:  de orden amplio y de orden estricto.
Relación de orden amplio
Una relación de orden amplio es aquella que cumple las propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva. 
Ejemplo:

Sea el conjunto A = {1, 2, 3, 4, 5}, y en él la Relación: “menor o igual “

Relación de orden estricto
Una relación de orden estricto es aquella que cumple con las propiedades antireflexiva, antisimétrica y transitiva 
Ejemplo:

Sea el conjunto A = {1, 2, 3, 4, 5}, y en él la Relación: “menor que “

FUNCIONES
Dados dos conjuntos A y B, se define como  FUNCIÓN  de A en B a una relación ( f ) entre ambos, donde se cumplen las siguientes propiedades: 

a) es Total
b) es Unívoca
o sea, en la relación, debe ocurrir que:

a) el Dominio de la Relación es el propio conjunto de Partida

b) cada elemento del Dominio tiene una única imagen

Simbólicamente:
                          (  x ( A   (  (  y ∈ B  /  f(x) = y  ( es lo mismo que decir que (x,y) ∈ F ) }  
Ejemplo:

Dados los conjuntos:  A = {1, 3, 4}  y  B = {1, 2, 4, 5, 6}  y la relación R de A en B definida como “siguiente a”.

                                                    R = {(1, 2); (3,4); (4,5)}  

El diagrama (VENN) es:

  

                                   A                                         B


        



Dado que la relación es Total, usualmente al Conjunto de Partida le llamamos Dominio de la función, así como Codominio al Conjunto de Llegada.  Al Conjunto Imagen también se le denomina Recorrido de la función.

Tipos de Función

Toda función es una relación Total y Unívoca, o sea que el comportamiento visto desde el conjunto de Partida es similar; entonces las diversa formas de clasificación las analizaremos en cómo se vinculan los elementos del Dominio con los del conjunto de Llegada (Codominio).

Inyectiva. Es cuando se cumple que cada elemento del conjunto Imagen es el correspondiente de un solo elemento del Dominio; es decir, que todos los elementos del Codominio o bien no tienen preimagen o si la tiene es única.
Simbólicamente:
                                                      * (  x ∈ A  /  f(x) = y 

            (  y ∈ B  ocurre           o 
                                             * si para   x ∈ A  f(x) = y,  f(x) = z  --(         y = z 
Ejemplo:
                 Dados  A = {1, 3, 4, 6}    B = { y / y ∈ N,  y < 15,  mod(y,2) = 1}
                             y la función f: A ( B  dada por la expresión f(x) = 2x+1 

Ejemplo:

Dado  A = {1, 3, 4, 6, 12}    

                          y la función f: A ( N (naturales)  / f(x) = x2 + 2 

Resulta:  F = { (1,3); (3, 11); (4,18); (6, 38); (12,146) }
Observemos que si los conjuntos son finitos, se cumple que:  # Dominio  ≤  # Codominio

Sobreyectiva. Es una función donde se cumple que el conjunto Imagen coincide con el de Llegada; es decir, que todos los elementos del Codominio tienen al menos una preimagen.
Simbólicamente:
                          (  y ∈ B    (  x ∈ A  /  f(x) = y 

Ejemplo:
Dados  A = {3, 4, 9, 25, 35}    B = { 2, 3, 5}    y la función f: A ( B  definida como “sub-múltiplo de” (a cada elemento de A  le asocia sub-múltiplos en B)

Ejemplo:

Dado  A = {0,1, 2, 3,}    y    la función f: N ( A  / f(x) = módulo(x, 4) 

Los naturales múltiplos de 4 tiene como imagen a 0; los múltiplos de 4 +1  a 1, los múltiplos de 4 +2  a 2 y los  múltiplos de 4 + 3  a 3.
Observemos que si los conjuntos son finitos, se cumple que:  # Dominio  ≥  # Codominio

Biyectiva. Es una función que es simultáneamente Inyectiva y Sobreyectiva; es decir, que todos los elementos del Codominio tienen una y sólo una preimagen.

Simbólicamente:
(  y ∈ B    (  x ∈ A  /  f(x) = y 
Dados y1 ≠ y2  ∈ B   con  y1 = f(x1),  y2 = f(x2)  (  x1 ≠ x2
Ejemplo:
Dados  A = {3, 4, 9, 10}    B = { 6, 8, 18, 20}    y la función f: A ( B   f(x) = 2x

Ejemplo:

Dada la función f: Z ( Z  /  f(x) = x +1 

Es biyectiva pues a cada entero del dominio le corresponde su siguiente y cada entero del codominio es imagen del entero anterior.

Notemos que si la función estuviera definida en NxN no sería biyectiva.

Observemos que si los conjuntos son finitos, se cumple que:  # Dominio  =  # Codominio

Función Inversa. Dados dos conjuntos A y B y una función f: A(B, si se puede también definir una función g: B(A, decimos que g la función inversa de f.  Se representa como f -1.

Es fácil deducir que, dada f: A(B, existe f-1 si y solo si la función f es biyectiva (y recíprocamente).
Simbólicamente:

                          si f: A ( B es biyectiva                 f-1: B ( A

Tomemos los últimos dos ejemplos anteriores:
Dados  A = {3, 4, 9, 10}    B = { 6, 8, 18, 20}  

             La inversa de la función f: A ( B   es f-1(x) = x/2
Dada la función f: Z ( Z  /  f(x) = x +1 

             Su función inversa es:   f-1(x) = x - 1

Función Compuesta. Dados tres conjuntos A, B y C, y dos funciones f: A(B, g: B(C se puede definir una nueva función h: A(C, llamada función compuesta, que aplica la función g al resultado de la aplicación previa de f.  Se representa como g(f) o gof.

Se puede extender a más de tres conjuntos.
Ejemplo:
Dados los conjuntos A = {1, 2, 3, 5};  B = {3, 5, 7, 8}  y  C = {4, 9, 0} y las funciones
f: A(B, definida por F = {(1,3); (2,5); (3,5); (5,8)}

g: B(C, definida por G = {(3,4); (5,9); (7,9); (8,0)}

Resulta:



       A

f

  B

g

    C





                                                                                     g(f)
g(f)  queda definida por el conjunto {(1,4); (2,9); (3,9); (5,0)}
Ejemplo:

Dados los conjuntos A = {1, 2, 3};  B = {2, 4, 6);  C = {a, b, c} y D = {4, 7, 9, k}
      y las funciones  f: A(B, f(x) = 2x; 
                           g: B(C, definida por G = {(2,a); (4,b); (6,b)}

                           h: C(D; definida por H = {(a, 4); (b,k); (c,7)}

Resulta:

       A

f
  B

g
       C

h
   D




                                                                    h (g (f) )

hogof  queda definida por el conjunto {(1,4); (2,k); (3,k)}

Ejemplo:

Sean las funciones  f: R(R,  con f(x) = 2x +3
                         g: R(R,  con g(x) = x2 – 1

                 f                                        g

 x                                2x + 3                            (2x + 3)2 – 1  =  4x2 + 12x + 8
Entonces:  g (f (x)) = 4x2 + 12x + 8 
En los ejemplos anteriores, el codominio de la primer función era el dominio de la segunda y así sucesivamente.

Más general aún: alcanza con que el codominio de la primera, esté contenido en el dominio de la segunda y así sucesivamente

Gráficamente:
f: A(B
g: C(D,   con B ( C



             A

     C



D
                                                f                            g
 
Ejemplo:

Dados: A = { x / x ∈ N, 1 < x < 21} 

  B = { 4, 5, 6, 7, 8, ……….,.50 }

  y

f: A(B,   con f(x) = 2x
g: N(N,  con g(x) = 3x +5
Resulta: g(f(x)) = 6x + 5
( g(f(2)) = 17,  g(f(3)) = 23,  g(f(4)) = 29, …………….., g(f(20)) = 125 )
B
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Conjunto de Partida = {1, 2, 3, 4, 5}


Conjunto de Llegada = {1, 3, 5, 6}


Dominio R = {2, 3, 4, 5}


Imagen R = {1, 3}





B





A





4





2





3





1





c 





b





a





B








2








c





b





a











  2





  3





  4





A





4





2





3





1





c 





b





a








Conjunto de Partida = {a, b, c}


Conjunto de Llegada = {1, 2, 3, 4}


Dominio R = {a, b}


Imagen R = {2, 3, 4}
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Ninguna clase de equivalencia es vacía


Las clases de equivalencia son disjuntas dos a dos.


Todo elemento de A pertenece a alguna clase de equivalencia.


La unión de todas las clases de equivalencia en un conjunto A es el mismo conjunto A.
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Forma implícita: 


                   R-1 = {(y, x) ( B x A /  y < x}  





 Forma explícita:


                   R-1  = {(1,2); (1,3); (1,4); (1,5); (3,4); (3,5)} 





   x  R  y     o     ( x, y )  (  R





  


 Forma implícita:


                   R = {(x, y) ( AxB  /  x  ( y}  





 Forma explícita:


                   R = {(2,1); (3,1); (4,1); (4,3); (5,1); (5,3)}  
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