SERIES

Sea (a,) una sucesion, consideremos un nueva sucesion (4,) asi formada:
Ao = ap
A[ =day + aj
A2=ap+a; +a;
As=ap+a;+ax+a;

A, =ap+a;+ar+...... +an=Zai

Definicion:

n
Esta nueva sucesion se llama serie de término general a, o (A,) = ( ai] = Zan

A, se llama reducida de orden n de la serie.

Si(4,) > o € R, se dice que la serie converge y que a es la suma de la misma. (C)
Si (4,) > o, se dice que la serie diverge. (D)

Si (4,) oscila, se dice que la serie oscila. (OSC)

Ejemplos:

n

a) Sea (4,) = [Z(— l)l) es oscilante.

b) Sea (Q,) = [Z q' ] , q € R; esta serie se llama geométrica por ser una progresion
0

geométrica de razon q.

Si |q| <1,(")—>0=(0) > IL , la serie converge y su suma es "
—q s
Si lg|>1, (¢") > © = (On) = =, la serie diverge.

Sig=1, (2"11}11 1= (0) = +o0

Sig=-1, [z (- 1)’} , la serie es oscilante.

0

Teorema

(Zn: a ij converge (C) = (a,) > 0

0

Demostracion: supongamos que (4,) = [Z aij —>a

0
an=A,— A, ,como (4, ;) es subsucesion de (4,), también tiende a a y por lo tanto
(a)) > a-a=0

OBSERVACION: el reciproco de este teorema es falso.
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Corolario
n

(a,) no tiende a cero = [Z aij no converge.
0

n

Demostracion: supongamos por absurdo que [Z ai] C = (a,) > 0 contra lo
0

supuesto.

Teorema

5

oo )

n n
Demostracion: 4, = Zai y B,= Z|al. , (B,) converge, si aplicamos el criterio de
i=0 i=0

convergencia de Cauchy tendremos que:
Paracadae>0,3ny/sin’>npyn’’2ny,

Bnu—Bn»|<8 (supn’<n’”)
|Bn”7Bn’|: | ‘an’+1|+‘an’+2‘+ ----- +|an”| | = ‘an’+1|+‘an’+2‘+ ----- +|an”| 2
|an’+1+an’+2+ ~~~~~ +an”| = |An”_An" = |A)1”_An’|S |Bn”_Bn’|<8
Por lo tanto (4,) cumple con la condicion de Cauchy, entonces converge.

Definicion: si (|A,]) € = (A,) C Absolutamente

Existen casos en que (4,) Cy ( |4, ) D, tales series se llaman semiconvergentes.

Teorema

Vnzny ai=b; = (Zu} y (Zb,} son series de la misma clase.

i
i=0 i=0

ny—1 n ny—1
Demostracion: Vi >ny,A,— B, = Zai -b, +Zai -b, = Zai -b, =k
0 n, 0

Vn>ng,A,=k+B, 0o B,=A4,—k

Si(4,) >bow = (B)) >b—kow

Si(By) >cow = (4,) >c+koow

Si una oscila la otra también.

Este teorema permite cambiar un numero finito de términos de una serie sin que ésta
cambie de clase.

Definicion: (A,) > a = (h A,) > ha por teoremas de limites de sucesiones




SERIES DE TERMINOS POSITIVOS

Teorema

a,>0,Yne N= (Zaij =Y a, no oscila (C o D)
0

i=0

Demostracion: en efecto, consideremos la sucesion (4,) de reducidas

Apr1—An=an+; > 0= 4,+; > A, , dicha sucesidén es monotona creciente estricta, ya
demostramos que converge a su extremo superior (si estd acotada) o diverge a +oo (si no
esta acotada).

Teorema (criterio de comparacion)

VheN,0<a,<b,=> OOO i
2) >b,C=>>a,C
0 0

Demostracion: a, <b, = A4, <B,

1) (4,) >+ = paracadak>0,3nye N/Vu>ny,4,>k =
paracadak>0,3nye N/Vn2>ny,B,>k = (B,) > +©

2) (Bx) > B = B es extremo superior del conjunto de los B; = B, <B =
A, <B, <B = (A4,) esta acotada superiormente y como (4,) es mondtona creciente
= (4,) es convergente.

SERIES ARMONICAS

: 1
Son aquellas cuyo término general es de la forma —
n

) 1
SlOL<0:>—a —>+0 =D
n

) 1 )
Sl(x=0:>—a no tiende a cero = D

n
Sia > 0 estudiaremos: 1) a=1,2)a<1,3)a>1.
1) a =1, los términos de la serie son: 1, % , % , % yeeren % N consideremos la serie

l l l l l l l L Lo si llamamos b, al término general de esta nueva

1

serie tenemos que Vn # 1, M < p < 2! , b, = F ;b =1

1 1

2h+l n

: 1
Vemos que an es minorante de Z— porque n<2" =
n

Intentaremos clasificar an
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11111111 1 1 1 1 1 11

11 1 1
s 2 ’ 2 ) 2 ) 2 s eeeeees
Observamos que la sucesion de reducidas B; va tomando los valores
3 4 5 n n ) ., .
I, =, —,—, ... , — ,ycomo — — +oo , cocluimos que la sucesion de reducidas
222 2 2
1
(B,) > +oo porlo que an D = Z— D por ser mayorante.
n
o« 1 1 1 1 ) 1 1
)a<l n"<n=>—<— = Z— es minorante de Z—a = Z—a D
n o n n n n

3) a>1 comparemos el término general de nuestra serie

1 1 1 1 1 1 1 .
L= —,—,—,— ... con esta otra de término general (c,)

11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Vemos que ¢, es mayorante de a, , en efecto Vn > 1, 2" <n < 2" c, = 21{}
ha o 1 1
Como2™<n*= ¢, =—— > —
2% p*
B N I L
720{’2(1’40_74(1’4(1’4(1’8q78q’8a’8a’8a’8a78q,8a, ......
1, i’ i, _, ........
2¢ 4 g

1 1 1 1 1
2a—1 ? (2a_1 )2 > (Za_l )3 > (20‘_1 )4 ) (2a_1 )5 geeeeen

: o 1
Esta tltima es geométrica de razon —— <lypor lo tanto es convergente.
2%

Oseal,

Como Z% es minorante de ch que C = ZL& C
n n

Resumen

a<l = ZL&D
n

a>1 = Ziac
n
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Teorema

) Ya,C < >b,C

|

SidhykeR,npe N/Vn2ny,0<h< =<k 3{

n

S

2) Ya,D < >b,D

Demostracion: 1
a}'l

(=) h<

n

a
h

a
= b, < ycomoz

P C= an C por ser minorante.

n

a .
(<) b—” <k =a, <kb, = Zan es minorante de Zkbn que es convergente.

n

El caso 2 se demuestra en forma analoga.

Teorema (comparacion por limite)

) Ya,C < >b,C
2) Ya,D & >b, D

n

Si lim:—":8>0:>{

a
Demostracion: tomamos un £ ¢ con€ <9, (b—”] — 0 = I ny/ Vn 2nyse cumple

n

0<6-8<a—”

n

<d+e¢.Haciendo 6 -e=hyd+ &=k, aplicamos el teorema anterior.

Teorema

= +00
b, =>a,D

>b, D

a )
Demostracion: Vn >ny, b—” >k = a,> kb, = Zan > Zkbn que es divergente.

n

Teorema

lim 2 — o
b, =>a,cC
>b,C

Demostracion: analoga a la anterior.

49




Teorema
b Db, C= > a,C
SiVn>ny, L <O 2 2
a, b, |2Da,D=>b,D

. . . .. a b
Demostracién: como se trata de series de términos positivos, —2- < L —
a}'l b}'l
b, _b,, . .
— < , usando reiteradamente lo anterior tenemos que
an an+1
bno < bno+1 < bn0+2 < < b_n
ano an0+l an0+2 an
b b a a
) < = g,<-—"b, entonces » a, esminorante de » | — b, que C.
ano an ny ny

a a

ny ngy

b b
2) b,2—"-a, = ) b, es mayorante de Z[ - Jan que D.

Teorema (Criterio del cociente o de D’ Alembert)

a

o>1

1) limh={ = Ya, D
] an+l

2) lim—==0<1 = ZanC
a

n

Demostracion: 1) en cualquiera de los dos casos, por aplicacion de la definicion de

an+l

a

n

limite se consigue que Vr > ny, >1 = a,+; =a,,porlo que (a,) no tiende a cero

por se mondtona creciente y de términos positivos = Zan D.

2) Tomamos g / o < g <1y elegimos un £, que no contenga a ¢ ; nuevamente a partir

n+l1

q

n

an+1

a
ek, > "l <g=
a a

n n

de la definicion de limite tenemos que Vn >ny

Seab,=q", an C pues0<g<l= Zan C por ser minorante de una convergente.

OBSERVACION: el criterio fallasioo =10 1".
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Teorema (Criterio de la raiz o de Cauchy)

1) lim{/Z={a>1 = >a,D

1+

Demostracion: 1) como en el teorema anterior, eligiendo adecuadamente un entorno
del limite se consigue que {/Z >1 = Vn>ny,a,>1"=1,entonces (a,) no tiende a
cero y la serie no puede ser convergente; por ser de términos positivos diverge.

2) Tomamos g / o < g < 1 y elegimos un £, que no contenga a g ; nuevamente a partir
de la definicion de limite tenemos que Vn >ny, 4/a, € E, = %la, <q = a,<q"

= Z a, es minorante de Zq” que es convergente por ser g < 1.

Definicion: llamaremos sucesion de Raabe de la serie Y a, a (SR(a,))= n[1 —a”—”]
an

Teorema (Lema de Raabe)

B B B
Demostracion: SRL:n L S N pero |1- " ~
n® (n -1-1)B n+1 n+1
n 1 n Y n
Bl 1- =P entonces n| 1 — ~ | B — [~ como queriamos.
n+1 n+1 n+1 n+1

Este criterio se utiliza en los casos en que no sea aplicable el criterio del cociente.

Teorema (Criterio de Raabe)
a<l
1) SR(a,,)—>{1_ = Ya,D

2) SR(a,)>o>1 =) a,C

Demostraciéon: 1) como en los teoremas anteriores y a partir de la definicioén de limite

a a 1 1 a
resulta que Vo >np, n| 1 -1 <l = 1-— < = ]-—<2 < Znil
a a n n o a n a

n n n n
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a 1 b a
= <L sea bnz—1 ,como » b, D ycomo b”—“SL“ resulta que
a n-— a

n n n

an D= Zan D , por ser mayorante.

2) I [ I j [ I ) tomamos /1 < <a y luego elegimos entornos

J
1 B o
disjuntos de a y B como se muestra en la figura.

Vn2>ny SR(a,) € E,y Vn 2>n; SR(%) € Ep = Vn = max(ng,n;) se cumple que
n

p B
SR(LBJ<SR(an) = n l—n—[3 <p1=Gon | o T 3 P RN
n (n+1) a, (l’l+1) a,
b
(n+1)[3 >an+1

: 1
~ >
I . = Zan es minorante de z e que converge por ser 3 > 1.

N n

n?

SERIES DE TERMINOS ALTERNADOS

Teorema (Criterio de Leibnitz)

a,>0 (a,)—>0

} = > (-)"'a, C

(a,) mondtona decreciente

Demostracién: si llamamos como siempre 4, a la reducida de orden n de la serie, se
puede probar que (4,,) y (42,+;) forman un par de sucesiones monotonas convergentes,
por lo que tienen limite finito.
1) (A4,,) monodtona creciente.

Azn+2 = Aon + Qopv1 — A2ne2 = A2ps2 — A2n = Q2n+1 — a20+2> 0, por el decrecimiento

de (an) = Aopr2— A2 > 0= Azpi2 > Aoy
2) (Aq+7) monoétona decreciente.

Aop+3 = Aons1 — Qops2 + Q2p43 = Aopr3 — Aonv1 = — A2n2 + a2p+3 < 0 por el

decreciemiento de (a,) = Aop+3— Aon+1 <0 = Azprs < Azpss
3) Az <A+

Apr1 —A2n = A2p+1> 0 = Azps 1 > Aon
4) (Aon+1—A420) >0

A1 — Azn = (azn+1) = 0 por ser subsucesion de (a,)
Entonces 3 a e R/ (A2,) > oy (Aan+1) — a, por lo tanto dado un £, tomando un n
lo suficientemente grande conseguiremos que A,, € E,y Az+1 € E, cualquiera sea n.
Esto significa que (4,) - a , con lo cual converge por definicion.
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Teorema (Criterio de Darboux)
a,>0

a<0
1) SR(a,)— {0_ = Y (-)™a, NC

2) SR(a,)—>a>0 = Y (-)"'a,C

Demostracion: 1) aplicando nuevamente la definicion de limite podemos probar que:

a a

a a
Vn >ny,SR(a,) <0 = n[l—”—“j <0=1< 2L = a,<a, porlo que (a,) es
n n

monotona creciente = (a,) no tiende a cero = no converge.

2) probaremos que la serie cumple con el criterio de Leibnitz.

Vn >ng,SR(a,) > 0= n(l—mj >0= 1> dnsl = a, > a,+; por lo que (a,) es
a a

monotona decreciente. Falta probar que (a,) — O.
Tomamos /0 <3 < a y consideramos entornos disjuntos de los mismos

| (1 (1
I ) )
0 § o

B B
ano/Vnzno,SR(ide(an):n1—M Sl 1-—" :sa"“<( " ]
n” a (n+1)° a n+1

n n

Multiplicando ordenadamente las desigualdades siguientes:

p
a, n—1Y a,, n—2Y a, , n-3\ a1 n,
< 5 < ) < 5 eeees , <
a, n a,_, n—1 a, , n—2 a, n, +1

resulta que:

a, , a

p
Pero0<a,<a, (—Oj y por el teorema de la sucesion comprendida tenemos que
n

(an) > 0 como queriamos.

SERIES TELESCOPICAS

Definicion: a_ es telescopica cuando a, = X, — Xn+1 Xn) €S una sucesion.
n

Ejemplo: (a,)/a,= ! = l— !
nn+l) n n+l
(bn) / by = ;
(n+1)(n+2)
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Teorema
an=X,—Xn+1 2a, C & (x,)>x€R

Demostracion:

SeaAn=a1+a2+...+a,,=(x1—xg)+(x2—x3)+...+(xn—xn+1)=x1—xn+1
(=) (4,) > a entonces Ay =X —Xp => Xy, =X;—Ap.1 = (Xy) D> X;—Q

(C) (xn)_>x = (An):(x]_Xn+1)—)XI—x

Ejemplo: halle la suma de la serie Z 1
> (n—-1)nmn+1)

Descomponiendo en fracciones simples (se vera en clase) tenemos que

1 1
1 a +é c 2 -1 9
(n-Dnm+1) n-1 n n+l n-1 n n+l

para n=2

— 0 (ver triangulo superior)

Se deduce entonces que la suma es /4 o sea que Z ! 1
> (n—-)nm+1) 4
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