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DERIVADA EN UN PUNTO
Definicion: f derivable en a IimM =f'(a) (finito)
x»a X -—a

La tangente a f'en x = a tiene ecuacion: y = f ‘(a) (x — a) + f(a)

Haciendo: x —a=Ax,comox »a=Ax >0, f(x)—f(a) =Ay

FUNCION DERIVADA
Definicién:  lim Tl ) ~1(x) _ f'(x) igualmente Iim 4y _ y'
Ax—0 AX Ax—0 AX

Ejemplos de calculo de derivadas usando la definicion:
a) Usando la definicion de derivada en un punto

fx)=x*enx=3 = £‘3)= a3*"

lim——— = lim
X3 x — 3 x—3 B 3 x—3 X — 3 x—3 X —

e =3) 3 oo

3 3(x—3) 3

b) Usando la definicidon de funcidon derivada

) =5 = f () = o™
{(Hmj‘* }
X -1
limAx— = lim .

Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax

[
=
3
u
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~[lim——=— = [im = = ox
Ax—0 Ax A0 xAx X

Teorema
fderivable en a = f continua en a

Demostracion: la existencia de f ‘(a) implica la existencia de f{a) , de lo contrario no
tendria sentido el cociente incremental.

limf(x) = Ilimf(x)—f(a)+ f(a) = limM(x—a)+f(a) =

x—a xXxX—a
lim f'(a)(x—a)+ f(a) = f(a) este resultado es valido ya que el primer sumando tiende

a cero y el segundo es constante. Hemos obtenido /im f(x)=f(a) , que es la definicion
X—a

de funcion continua en a como queriamos.

OBSERVACIONES:

El reciproco del teorema no es valido, por ejemplo las funciones |x| y 3/x son continuas
en cero y no derivables en dicho punto, para justificarlo basta un ejemplo.

Sea la funcion f> f(x)= |x|

Esta funcion, continua para todo x (y por lo tanto también en 0), no es derivable en 0.

. x{—10 .
En efecto, si tratamos de calcular Izm% llegaremos a la conclusion de que no
=0 x —
existe.
-
lim —=1
. ;. - . [ o0t X
dicho limite, ya que los limites laterales son diferentes entre si: | |
X
lim —=-1
x=>0" X
Definicion: f es singular en a < f es continua en a y f no derivable en a.

1. Sial menos uno de los limites laterales de la derivada es finito, decimos que es un
punto anguloso.

2. Si ambos limites laterales de la derivada son infinitos de distinto signo, decimos que
es un punto de retroceso.

3. Siambos limites laterales de la derivada son infinitos de igual signo, decimos que es
un punto de inflexion de tangente vertical.

2 N
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Derivada de la suma, producto y cociente.

Teorema

fderivable en a
gderivableena - = (f+g) “(a) =f*“(a) + g ‘(@)

S+ -(f+e)a) _ . f(x)+8()—fla)-gla) _

Demostracion: /im

xX—a xX—a X—>a xX—a
i LS @ 2 -g@) _
x>a x—qa xX—a

Teorema

fderivable en a

g derivable en al = (f.2)(a) =f“(a).g(a) + fla).g ‘(a)

Vo) -(fe)a) _ . F()-g(x)-fla)gla) _

Demostracion: /im

x—a xX—a x—>a X—a
jim L3-8 = f(a)g(x) + f(a)-g(x) — f(a).g(a) _
x—a xXxX—a

f() f(a) ()+f()g() g()

x%a

=f(a)g (62 +fla).g (@)

por la continuidad de gena

Teorema
fderivable en a

g derivable en a

= {Lj (a) = f'(a).g(a) ~ f(a).8'(a)

g g’ (a)
8(a) #0
f(x) _ f(a)
Demostracion: lim—g(x) gl _ limf(x).g(a)—f(a).g(x) =
- e x-a o g(x).g(a)x—a)
L (0-g(a)— f(a)gla) + f(a).g(a) — f(a)g(x) _
o g(x).g(a)(x—a)
S () - f(a) g(x)—g(a)
h.m( x-a jg(“) ! (“)( x-a j _ ['@g@- f(@)g'@
xa g(x).g(a) g’(a)
por la continuidad de g en a *
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Teorema (derivada de la funcion compuesta)

H) y=f(u) , u=¢ (x), derivables
T) y =f (¢ (x) ) es derivable y se cumple [f (¢ (x) )] =1’ (1).0x‘(x)

. A
Demostracion: y = f(u) es derivable = AlimoA—y = f"(u) por lo tanto
u—0 Ay

2o f"(u)+e(u, Au) , con € — 0 para Au — 0 , completamos la definicion diciendo

que &(u,0) =0, con lo cual &(u,Au) es continua en cero.
Ay =f*“(u) Au + &(u,Au) Au , esto vale cualquiera sea Au aun con Au = 0 y dividiendo

Au
por Ax # 0 , ya que ese caso no interesa, tenemos: — = f*(u )Ax +e(u, Au)E =

llmA—— lim f'( )lzmA—+Alim 8(u Au)Ax =f(u).u(x)=f ‘(u).0 ‘(x)

A—0 Ax A0 Ax—0 Ax

H_J
fu) . u(x) 0

Teorema (derivada de la funcion inversa)

H) y = f(x) es derivable, existe la funcion inversa x = ¢(y) continua, y,‘ # 0

T) x = @(y) es derivable y se cumple x,” = —

X

A Ax 1 .
Demostracién: lim — = =y'(x) comoy’ #0 = Ilim —= por teorema del limite
Ax—0 Ax Ax—0 Ay y (x)
inverso. Ax > 0= Ay —> 0 +
.1
R

CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO PUNTUAL.

Sea f una funcién y sea a € D(f)
Definicion: fcrecienteena< 3E,/ [ Vx e E, f(x)<f(a)
vx e E™, f(x) > f(a)

f creciente estrictaena < 3EL/d Vx e E-, f(x) <f(a)
vx e E™, f(x) > f(a)

En forma analoga se define el decrecimiento.

Teorema (de conservacion del signo)

lim f(x)=b#0= 3E,/VxeE,,sg(flx)) = sg(b)

xX—a
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Demostracion: dado b #0,tomamosun £,/ 0 ¢ E, | (1
lim f(x)=b=3E,/Vx e E,,fix) € Ep 0 “h

—
o
|

Pero en todos los casos f(x) € E, = sg(f(x)) = sg(b)

Teorema
f‘(a) > 0 = festrictamente creciente en a.
f‘(a) <0 = festrictamente decreciente en a.

Demostracién: sea g: g(x) = , limg(x) = f'(a) >0 por definicion de

S ()~ f(a)
xX—a

derivada y por el teorema de conservacion del signo, tenemos que 3 E ',/ Vx € E,,

sg(g(x)) =sg(f“(a)) = Vx € E4, g(x)> 0= M> 0
x—a

Seax € E 'y, x> a= f{x) —fla) > 0 = f{x) > fla)

Seax e E ,,x<a = f(x) —f(a) <0 = f(x) < f(a) se cumple la definicion de
crecimiento estricto en a.

Se razona de igual forma cuando f**(a) < 0.

Definicién: f(a) es maximo relativo de f < I E ./ Vx € E 4, f(x) < f(a)
f(a) es minimo relativo de f < 3 E ./ Vx € E 4, f(x) > f(a)
f(a) es maximo relativo estricto de f & 3 E,/ Vx € E 5, f(x) < f(a)
f(a) es minimo relativo estricto de f < 3 E,/ ¥x € E 4, f(x) > f(a)

Teorema

1@

fl(a) es maximo o minimo relativol =fa)=0

Demostracion: si fuera f ‘(@) > 0, f'seria estrictamente creciente en a = no hay
maximo ni minimo relativo.

Si fuera f ‘(a) <0, f'seria estrictamente decreciente en ¢ = no hay maximo ni minimo
relativo.

La unica posibilidad que queda es que f ‘(@) = 0.

OBSERVACION: no son validos los reciprocos de los dos teoremas anteriores.
Ejemplo: fix) =x", f ‘(x) = 3x” ; si bién f (0) = 0, f{0) no es extremo relativo de fpor
ser creciente en cero. Y pese a no ser f (0) > 0, f'es creciente en cero.

Acotacion y extremos de una funcion en subconjuntos de su dominio
Sea f: A — B una funcion y sea X < 4; para cada x € X, existe un imagen f(x) € B.
Llamaremos f{X) al conjunto de los f{x) asi obtenidos.
Definicion: siXcD(f),f(X)={z/z=1(x),xe X}
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/
fiX)
- /
h'd
X
Definicion: f es acotada en X — D(f) < f(X) esta acotada.

h es cota inferior (superior) de f en X = D(f) < h es cota inferior (superior) de f(X).
m es maximo (minimo) de f en X < D(f) < m es maximo (minimo) de f(X).
e es extremo de f en X < D(f) < e es extremo de f(X).

Definicion: f continua en X c D(f) < f es continua vx € X

Teorema
facotada en A
facotadaenB [ = facotadaen AUB

Demostracion: facotada en 4 = f(4) acotada = Vx € 4, h; <f(x) <k;
facotada en B = f(B) acotada = Vx € B, hy <f(x) <k,
Vx € AUB , min(h; ,h2) < f(x) < max(k; ,k2) = f(AUB) acotado = f'acotada en AUB.

Teorema (o lema) de WEIERSTRASS -1

f continua en [a,b] = facotada en [a,b]

Demostracion: facotada en [a,b] <> f{ [a,b] ) acotado <> 3 h y k reales tales que V x
perteneciente [a,b] , h < fix) <k
Supongamos por absurdo que esto no es cierto.

a+b ) .
Seam = — y consideremos [a,m] y [m,b] , en uno al menos de estos dos intervalos f

no esta acotada, pues si estuviera acotada en ambos, lo estaria en la union, contra lo
supuesto. Llamaremos [a;,b;] al intervalo en que f no estd acotada.

+b )
Sea ahora m; = il 5 L y consideremos [a;,m;] y [m;,b;] ,llamaremos [a>,b>] a aquel

intervalo en que f'no esta acotada.
Si reiteramos el proceso iremos obteniendo intervalos [a,,b,] en que fno esta acotada,
por lo tanto se cumplira en el proceso lo siguiente:
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a, <a,, porloque (a,) es mondtona creciente.

b >b

n+l

por lo que (b,) es mondtona decreciente.

n+l

a
a, <b, paratodo n, finalmente b, —a, = 5 osea(b,—a,) >0

n

Resulta entonces que (a,,b,) forman un Par de Sucesiones Mondtonas Convergentes
por lo tanto 3 c tal que a, < ¢ < b, , (a,) > c y (bn) > ¢’
Como [a, ,b,] incluido en [a,b] ,c € [a,b] = a<a, <c<Db, <b

Al ser f'continua en [a,b] = fcontinua en c.
Supongamos a < ¢ < b, lim f(x) = f(c) < para cada € >0, existe un entorno de c tal
X—>C

que para todo x perteneciente a dicho entorno, f(c) - € < f(x) < f(c) + ¢
Pero (a,)) >¢c =3InyeN/Vnzxny,a, € E,.

(by) >c =3In; eN/Vn=n;,b, €E,
Resulta entonces que V n > max(ny, n;) a, y b, pertenecen al entorno de c.
Por lo tanto ¥V n > max(ny, n;,) , [a,,b,] < E. ; entonces x € [a, ,b,] = x € E.y por lo
tanto f(c) - € < f(x) < f(c) + ¢
Entonces f'esta acotada en [a, ,b,] por f(c) - € y f(c) + € lo que es absurdo pues
supusimos que f no acotada en [a,b] y queda demostrado el teorema.
Si fuera a = a, = c resultaria que f'acotada en [a,b,] = [a, ,b,] 10 que es absurdo,
analogamente se razona si b = b, = c.

Teorema de WEIERSTRASS —2

f continua en [a,h] = ftiene maximo y minimo en [a,b]

Demostraciéon: fcontinua en [a,b] = facotada en [a,b] por teorema anterior.

O sea que f{ [a,b] ) acotado = f{ [a,b] ) tiene extremo superior e y extremo inferior e
en [a,b]. Para que el extremo superior sea maximo de un conjunto, debe pertenecer a él,
analogamente para el extremo inferior.

Tendriamos que probar entonces que e € fl [a,b] )y e € f{ [a,b] ), es decir que existe
x; € [a,b]/ f(x) =€ yx; €[ab]/fix)=¢

Trabajaremos con el extremo superior. (andlogo razonamiento con extremo inferior).
Supongamos por absurdo que no existe x; en las condiciones anteriores, por lo tanto

paratodo x € [a,b], f(x) # e . Consideremos a g g(x) = _;

e—f(x)

g es continua en [a,b] por ser cociente de funciones continuas en dicho intervalo y el
denominador no se anula.

Al ser g continua en [a,b] le puedo aplicar W1 = g acotada en [a,b].

Podemos escribir que para todo x € [a,b] ,0 < _—) <k, despejando
e—f(x

. _ 1
convenientemente obtenemos f(x) < e — Z

Como esto es cierto para todo x € [a,b] habriamos encontrado una cota superior de f'en
[a,b] menor que el extremo superior, que por definicion es la menor de las cotas
superiores, por lo tanto es absurdo.

Si trabajamos con el extremo inferior, con ligeros retoques llegariamos al absurdo.
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Teorema de BOLZANO

f continua en [a,b]

fla) . fb)<0 }: existe ¢ € (a,b) / flc)=0

a+b

Demostracion: sea m = , fim) existe porque f es continua en [a,b] = fes

continua en m. Si f{m) =0, hemos demostrado el teorema y encontrado a c.

Si fim) # 0, consideramos (a,m) y (m,b) y elegimos aquel intervalo en que las
ordenadas de los extremos sean de distintos signo; siempre habra uno que cumpla dicha
condicion por hipotesis.

Llamaremos (a; ,b;) al intervalo asi determinado = f{a;) . f(b;) <O.

a, +b

Tomo m, = Tl y repetimos el proceso, obteniendo (a, ,b,) / flaz) . f(b2) <0

Se obtienen asi intervalos (a, ,b,) / fla,) . fib,) <0, a menos que al tomar algun

i+i

resulte f{m;) = 0, en ese caso m; = ¢ y quedaria demostrado el teorema.

i

En caso contrario se forma un P.S.M.C. (como en W1) con (a,) y (b,)
Resulta que a <a, <c <b, <b, (a,) = c y (b)) >c"
Seaa <c<b,fcontinuaenc = lim f(x)= f(c)

Supongamos que f{c) # 0, por el teorema de conservacion del signo se cumplird que:
existe E./ Vx € E., sg(f{x)) = sg(f(c))
Como (a,) > ¢ = dadoun E.,3Iny/ Vn=>ny,a, € E. = sg(fla,) = sg(f(c))

(b)) > ¢ " =dadoun E.,In;/Vn=n;,b, € E.= sg(f(b,) = sg(f{c))
Entonces Vn > max(ng,n;) , sg(f(a,)) = sg(f(c)) = sg(f(b,)) lo que se contradice con la
eleccion de los intervalos, = debe ser f{c) =0
No puede ser ¢ = a ni ¢ = b porque contradice la hipotesis ya que f{c) = 0.

Corolario de DARBOUX

f continua en [a,b]

fla) <A <f(b) }:Elce(a,b)/f(c)=l

Demostraciéon: sea g: g(x) = f(x) — A en [a,b]
g es continua en [a,b] , g(a) = fla) — L <0,g(b) =f(b)—L>0
Si aplicamos el teorema de Bolzano a g(x) = 3 ¢ € (a,b) / g(c) =0 = f(c) — AL =0.

Teorema de ROLLE

f continua en [a,b]
fderivable en (a,b) = existec € (a,b) / f’(c)=0
fl@) = f(b)
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Demostracidon: como fcontinua en [a,b] , por W2, ftiene maximo (7 ) y minimo (m)
en [a,b] .

Si m =m,como Vx € [a,b], m <f(x) < m, resulta f constante en todo [a,b] . Como la
derivada de una funcion constante es nula, resultaria / ‘(x) = 0 en todo (a,b).

Sea ahora m # m , al menos uno de ellos sera distinto de f{a) y f(b) ; supongamos que
sea m # fla) y f(b). Llamaremos c al punto de [a,b] en que fic) = m

Obviamente c#a y ¢ #b por lo tanto a < ¢ < b, digo que f{c) es méximo relativo de f'en
[a,b] , en efecto, en un entorno de ¢ se cumple con la definicion, como f'es derivable en
(a,b) , existe f “(c) y por teorema anterior debe ser f ‘(c) =0

fla)=A(b) /\

o~
(57

I3

Teorema de CAUCHY

fy g continuas en [a,b]

b, SO-f@ _ 1@

[y g derivables en (a,b) ™ =3 c € (a, ;
gb)—ga) g'(c)

g‘x)#0en (a,b)

Demostracion: consideremos A: h(x) = f(x) + kg(x)

h es continua en [a,b] , por serlo f'y g en [a,b]

h es derivable en (a,b) , por serlo /'y g en (a,b)

Trataremos de aplicar el teorema de Rolle a /4, para eso hace falta que A(a) = h(b) ; debe

ser entonces f(a) + kg(a) = f(b) + kg(b) , al despejar k nos queda k = AORIAC)
g(b)—g(a)
Para dicho valor de £, existe por el teorema de Rolle un ¢ € (a,b) / h ‘(c) =0, o sea que
como /1 ‘(x) =f‘(x) +kg ‘(x) =h (c)=f()+kg (c)=0= k= —%
g'(c
ademas g ‘(c) # 0 por hipdtesis, igualando los valores de k queda demostrado el
teorema.

y como

Teorema de LAGRANGE
f continua en [a,b]

fderivable en (a,b) =3dce(@ab)/ f'(c)= —f (bl: — f(a)
-a
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Demostracion: consideremos g g(x) = x . f'y g cumplen con las hipdtesis del teorema
de Cauchy; ya que g es continua y derivable en R.

Por lo tanto 3 ¢ € (a,b) / f'(e) _ S (B)=f(a)

g gb)-gla
queda demostrado el teorema.

ycomog(c)=1,g(a)=a,gb)=0b,

fb)

fla)

Aplicaciones del teorema de Lagrange

Teorema
f continua en a
3E,/ {x <a=f‘x)<0 \ = fla) es minimo relativo
x>a=fx)>0

Demostracion: tomemos x; € E: / x;<a; fesderivable en [x; ,a) = fcontinua en

[x; ,a) , ademas f continua en a, entonces aplicamos Lagrange al intervalo (x; ,a).
Teea) LB p) = @i =1@ @-x) yeomo c<a =
[H<05a-x1>0=fla)—fix) <0= f(@) <f(x)

Tomemos ahorax; € E, /x,> a ; como en el caso anterior podemos aplicar Lagrange

al intervalo (@ ;) = 3 ¢ e(a x) /202 =S (@

X, —a
Jx2) =fla) =f(c’) (x2- @) >0 = f(x2) > f(a)
Hemos probado que Vx € E,, fla) <f{x) ; se cumple por lo tanto la definicion de
minimo relativo.

=f'(c") = comoc’>a,f(c)>0,

OBSERVACIONES:
Andlogamente podemos probar los siguientes teoremas:
fcontinua en a y signo de f* en el entorno reducido de a:
+| - = fla) es maximo relativo
+| + = fcreciente en a
- | - = fdecreciente en a
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Definicion: AcD(f):fcrecienteen A< X1 <xo = f(Xx1) <f(x2) , X1y x2 € A

Teorema
Vx € (a,b) , f‘(x) > 0 = f creciente estricta en (a,b)

Demostracidén: como existe /“ en (a,b) , f es continua en (a,b) , si tomamos x; y x;
pertenecientes a (a,b) , con x; < x,, se podra aplicar Lagrange en el intervalo (x; ,x;)

Sx) = f(x)
Xy =X
fx2) —flx1) =1 “(c) (x2—x1) > 0= f{x3) > f(x1) y ésta es la condicion de crecimiento

estricto en el intervalo.

Entonces d ¢ € (x;,x2)/ f'(c) = ,comoc € (a,b),f(c)>0 =

Teorema
Vx € (a,b) , f‘(x) <0 = fdecreciente estricta en (a,b)

Demotracion: andloga a la anterior.

Teorema
Vxe@b),f‘x)=0=>JkeR/Vxe (ab),f(x)=k

Demostracion: analoga a la anterior.

Teorema
Vxe@b),f‘x)=g‘x)=>JkeR/Vxe(ab),f(x)—gx)=k

Demostracion: sea d: d(x) = f(x) —g(x) , Vx € (a,b)
d‘x)=f‘x)—g ‘(x) =0, Vx € (a,b) y por teorema anterior se deduce que d(x) = k en
(a.b) = fix) —g(x) =k

35




CONCAVIDAD E INFLEXIONES

G()

Concavidad positiva en a Inflexién en a

Definicion:
f presenta concavidad positivaena < 3 E,/ Vx € E,, f(x) > f ‘(@) (x — a) + f(a)

f presenta concavidad negativaena < 3 E ./ Vx € E,, f(x) <f‘(@) (x — a) + f(a)

x e E, f(x)<(>)

(a) (x—a) +f(a)
f presentainflexionena < 3E,/ | xe E *,, f(x)>(<)

fe
f‘(@) (x—a) + f(a)

Teorema
1) f “(a) > 0 = fpresenta concavidad positiva en x =a
2) f “’(a) < 0 = fpresenta concavidad negativa en x =a

Demostracion: 1

a X

Para la demostracion consideraremos una funcidn auxiliar que nos da el valor de €, sea
entonces g g(x) =f(x) —f (@) x—a) —fla) () y=[ (@) (x-a)+f@)

Para demostrar la primera parte serd necesario que g(x) >0 Vx e £ , .

La existencia de f “(a), implica la existencia y continuidad de f/ “ en el E, ; de la misma
forma la existencia de f ‘(@) implica la existencia y continuidad de fen E, .Lo dicho
garantiza que existe g y es derivable en el £, .

gx) =ftx) —f (@) (x - a) - fla)
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g '@ =1/ @
en los puntos en que f ‘ sea derivable, g “(x) =f “(x) =g “(a) =f “(a) > 0 se deduce
que g ‘ es creciente estricta en el £, .
Porlotanto3E, / [Vx e E",, g ‘(x)<g ‘(a)
VX €E., g ') >g (@) 0

Perog ‘(@) =f ‘(a)—f ‘(@) =0 = en E", , signode g ‘(x) ==
a

por un teorema anterior g () es minimo relativo = 3 E',/ Vx € E ', g(x) > g(a) ,
ademas g(a)=0=>g(x) >0Vx € E ", como queriamos.

Teorema
'\
f ¢ continua en a
— (< . . r
I + 1) f presenta inflexion en a
a
* I —_ 2) f presenta inflexion en a
Se(f “xPenE,  a , >=
I 3) f presenta concavidad positiva en a
a
— | — CI) fpresenta concavidad negativa en a
I
a
_/

Demostracion: 1 considero g: g(x) = f(x) — f’(a) (x — a) — f(a) y volvemos a derivarla,
%’ x)=f ’gX).—f ‘gl),g Y(x) 1=Ef “(x) ]
ntonces el signode g “enel £, es — |+ como f ‘ es continuaen a, g*

también lo es, g (@) =f ‘(a) —f ‘(a) =0 4
Por un teorema anterior, g ‘(@) es un minimo relativode g ‘(x) enel £ ", 0sea que Vx €
E',, g ‘(x) > g (a) = 0. Se deduce entonces que g es estrictamente creciente en a.
Porlo que:six € E ,, g(x) <g(a), x € E 4, g(x) > g(a)
Oseaque:x € E o, fix) <f‘(a) (x—a) + fla)

xeE ", fix) >f(a) (x—a) + fla), lo que significa que hay inflexién en a.
Los casos 2, 3 y 4 se demuestran andlogamente.

Teorema

f9x) >0 bx € la,b] = fix) <M (x-a)+fla), Vx € (a,b)
-a

Demostracion: la existencia de / *’ en [a,b] implica la existencia y continuidad de f/ ‘y
fen [a,b] . Tomamos entonces x € (a,b) y podemos aplicar Lagrange en (a,x) y (x,b).

dc;e(ax)/ MZf‘(C]) ,3cre(xb)/ M:f‘(@)
X

Como f “’(x) > 0 en (a,b) , implica que f ‘ es creciente estricta en (a,b)
Porotrapartea <c; <x;x<cy;<b,entoncesa <c;<c;<b=f (c;) <f (c2)
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S =fa) _fB)=f(x)
x—a b—x

[f(x) = fla)] (b—x) <[f(b) —f(x)] (x—a)

J&) (b—x)—f(a) (b—x) < f(b) (x—a)—f(x) (x—a)

Jx) (b—x) + f(x) (x—a) <f(b) (x—a) +f(a) (b—x)

J) (b—x+x—-a)<f(b) (x—a) t fla) (b—a+a-x) «

Jx) (b—a) <f(b) (x—a) +f(a) (b—a) + f(a) (a—x)

fx) (b—a) <[f(b)—fla)] (x—a) + fla) (b—a),como b—a>0,divido porb—a

S(b)—f(a)
b—a

por consiguiente ,como x—a>0yb—x>0 secumple

por lo que nos queda: f(x) < (x—a) + f(a) , como queriamos.

Teorema

fOx)>0Vx elabl,a<c<b=fix)>f‘(c)(x-c)*+flc),Vx €la,b] ,x #c

Demostraciéon: seax € (a,b), x #c, haciendo previamente consideraciones de

existencia y continuidad de 'y f  como en el teorema anterior, aplicamos Lagrange en

(¢,x) o (x,0).

S ()= f(©)
xX—c

Sic<x,3dc;/c<ci<xy =f “(c1) > f ‘(c) por ser f ‘ creciente en (a,b)

Jx) = /() _f(c) > 1) = fx) —fle) > f(c) (x—c) = fx) > f(c) (x— ) + flc)

Six<c,3c/x<c;<cy———==fc2)<f (c) por el crecimiento de f

f=-/x)
c—x

f-fx
X

<[ =) —fx) <f(©) (c=x) =[f(x) =flc) > f(c) (x—¢)

logrando nuevamente que f(x) > f ‘(c) (x — ¢) + f{c) como queriamos.

Teoremas de L’HOPITAL
OBSERVACIONES: este teorema nos permite calcular el Zim& por medio del
g(x)
lim f '((x)) en los casos de indeterminacion para — , enunciados en conjunto dicen:
gx g
lim f(x)= lim g(x)=00x
f'(x) = lim —f(x) = lim —f, (x)
3 lim = xoaon g(x)  xaor g'(x)
X—>a 0w g (x)

Demostraremos sélo uno de los casos a titulo de ejemplo.
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Teorema
lim f(x)=1Ilimg(x)=0
xX—a x—a . f(x) . f'(x)
' lim——=lim——
3 {ciﬁ% — g(x) D g'(x)

Demostracion: sify g fueran discontinuas en a, esa discontinuidad se evitaria
poniendo f(a) = g(a) = 0, lo que no modifica la hipotesis, supongamos que /'y g sean
continuas en a.

1@ L@,

a) lim&:b:ﬂ%Eb,ﬂE:/Ver:,f(x)eEb

e gl (x g'(x)
b) zim&:oozfybo,aE;‘/VxGE;,&ﬂc
i g (x) c g (X)

En cualquier caso esto implica que existe f ‘(x) y g’(x) enel E = fy g continuas en £ %,
y g’(x) # 0 en dicho entorno.

Tomo x € E ', , se puede aplicar el teorema de Cauchy a 'y g en (a,x) 0 (x,a) segln x sea
mayor 0 menor que « respectivamente.

Por lo tanto 3 ¢ € (a,x) o (x,a) / ACINAC) = S(©) como se habia supuesto que fa)
g(x)—gla) g'(o)

= g(a) = 0 tenemos que EAC)) = & ,como x € E ', , ¢ también, tenemos pues:
gx)  g'(c)
&EE 0 & >k = &EE}) 0 ZAC) > k y esto significa que:
g'(c) g'(c) g(©) g(©)
lim& =b oo como queriamos.

= g()

CORRESPONDENCIA INVERSA Y FUNCION INVERSA

Sea f* A — B, cada elemento de A tiene una imagen en B, consideremos la relacion
deB—>A/y eAdesimagendex e Ben /' < fiy)=x
Es importante saber que /' no siempre es funcion.

Teorema
Sea funa funcién; £~ es funcién < f es biyectiva.

Demostracion:

(=) fes inyectiva; en efecto sean x e y dos elementos distintos de D(f), fix) ZAy) , ya
que si flx) = f{y) = z tendriamos que f '(z) =x, f '(z) = y con lo que /' no seria
funcion. (contra lo supuesto)
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fes sobreyectiva; sea w € C(f); entonces 3 f'(w) = v, pero por definiciéon f{v) = w ;
cualquier w € C(f) es imagen de algun v € D(f).

(<) Sifes biyectiva cada w € C(f) es imagen de algin elemento de D(f) , pues es
sobreyectiva; y no mas de uno, pues es inyectiva.

Entonces w es imagen de un Gnico v € D(f) = f /(w) = vy es una funcion.
OBSERVACION: como (f ) =f resulta que si aplico el teorema anteriora f~
tenemos que /' es también biyectiva. O sea que f y /' son biyectivas.

FUNCIONES INVERSAS DE LAS CIRCULARES

Las funciones seno, coseno y tangente son periddicas y por lo tanto no son monotonas
en todo su dominio; no puede hablarse entonces de funciones inversas de ellas.

Sin embargo si restringimos dichas funciones a intervalos de su dominio en que sean
monoétonas estrictas, podremos considerar funciones inversas de ellas.

Sea f: f(x) = sen x en que D(f) = [— g,g} en dicho intervalo f'es continua y monotona

T

creciente = f[{— 5’§D = [— 1,1] 77 (x) = Aresen x

o

K
D) -1

r
|1 2

Los graficos son simétricos respecto a la recta y = x si los representaramos en un mismo
sistema.
En forma analoga se puede ver a las funciones Arcos x y Arctg x.

DERIVADAS DE ORDEN N

Teorema

f(x)=senx = f"(x) :sen(x+n§j

. : - T
Demostracion: por induccion, paran =1 f‘(x) =cosx = sen(x + 15)
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Se cumple paran =h = f®(x) = sen(x + hgj

Paran=h+1= ") = ") = (sen(x+h.§jj = cos(x+h.§] =

sen(x + h% + g) = sen(x +(h+1) gj como queriamos.

Teorema

f(x)=cosx = f”(x)=c0s(x+ngj

Demostracidon: andloga a la anterior.

Teorema

f(x)=a* = f"(x)=a*(La)

Demostracion: por induccion completa.

Teorema de LEIBNITZ

Con el convenio /@ =1 (f.g) = ZH:C,.”f(”"') g
i=0

Demostracion: por induccion completa.

FUNCIONES HIPERBOLICAS

X -X X -X X -X
e’ +e e’ —e shx
chx = thx = =

e*+e™ chx

e —e

Definicion: shx =

Valen las formulas: ch’x — sh’x =1 (férmula fundamental)
ch(a £b) = ch(a).ch(b) £ sh(a).sh(b)
sh(a £b) = sh(a).ch(b) £ ch(a).sh(b)
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Teorema de TAYLOR

H) " continua en [a,b] , f ™" derivable en (a,b)
T)3dc e (ab)/

L@0-0) /@ @) [T @e-a" | f@e-0"" (b-a)

SB)=flay+ 2 (n—1)! (n=Dlp

Demostracion: sea G(x)=(b—-x)",pe N, p#0 y

' " 2 n-1 n-1

F(x) = £(b)— { PG Gt W ANC ) R A € Uy }
I! 2! (n-1)!

F'y G son continuas en [a,b] , F por hipotesis y G por ser un polinomio.
Fy G son derivables en (a,b) , F por ser suma y producto de funciones derivables y G
por ser un polinomio.
G’(x) # 0 Vx € (a,b) , en efecto G’ se anula sélo para x = b.
Por lo tanto podemos aplicar el teorema de Cauchy a F'y G en [a,b] , en ese caso:

dce(ab)/ F(o) _F(b)-Fa) como ademés F(b) = G(b) =0 = Flo) _Fa) =

G'(e) G(b)-Gla) G'(e) Gla)
F(a)= %&g@ Calcularemos ahora F”(x) y G’(x)

G'(x) =-p(b—x)""

"0 -x)  fOED OG- x)* LSTD)20 -0
I ! 2! 2!
) Chs x)" S @ -DO-0)"" )| So-0)"
(n—1)! (n—1)! (n—1)!

pues todos los términos restantes son opuestos 2 a 2.

F(a)= f(b)—{f(a)—f- f'(a)f!b_a) n f”(a)(b—a)2 - f”l(a)(b_a)nl} _

2! ' (n—1)!
F'(0)G(a) _ = f"()b-)"" (b-a)’
G'(c) —(n=-D'pb-c)""
Operando se llega a la tésis y queda demostrado el teorema. Para p = n el término de
Schlémilch se transforma en el término complementario de Lagrange.

; _LOb-a)

. n!

F'(X)=-{f'()€)+

(término de Schlomilch)

Corolario (o formula) de Mc. LAURIN
H) 1" continua en [0, x] , ™ derivable en (0, x)

_ 1O 0O SO (e)x”
T)Ydce (0x)/ f(x)=f(0)+ T X+ o X"+t (1)t + !

Demostracion: es la formula de Taylor con 7} y aplicada en el intervalo [0, x]
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Ejemplos:

) =& =F ) =1 () == ) ; O =F(O) =1 (0) = .= f"(0) = 1

Por lo tanto el desarrollo de la funcion e* segun el teorema de Mc. Laurin sera:

. X x2 x3 xn—l xn
e =l+—+—+—+...+ +
no2r 3 (n=1)! n!

2 3 "
L(l+x) = x‘%+%— ..... +(—1)(””)x_

Representamos a la funcion f 'y su desarrollo con distintos grados de aproximacién en
x =0, observe el comportamiento de las curvas en dicho punto. Esta caracteristica nos
permite sustituir a la funcion por un polinomio de grado prefijado en dicho punto y
aprovechar las ventajas que éstos nos brindan.

x> X xt X XX

1-fix)=Lix+1]-x 2-f)r —+—-——"+——-——"+—
Sx) = Lx + 1] fo)m = e
x¥ox Xt X xt X x?

3-fX)r ——+——-——+— 4-fx)~ ——+— 5-f(x)~ ——
f) St TS SO = ==+ S~ ==
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DIVISION CRECIENTE DE POLINOMIOS

Sean P y D dos polinomios y D tiene término independiente no nulo. Dadon € N,
existen dos polinomios tnicos (Q y R) tales que P = D.Q + R.x" con gr(Q) <n
Aceptando la existencia y unicidad de dicha divisién, mostramos un ejemplo:

Sea P(x)=2x-5x"+4x y D(x)=1-x+4x> n=3

2x — 5x° + 4x° 1 —x+4x*
—2x +2x* — 8x°
—3x% — 4% 2x — 3x°
+3x% = 3x°
— 7%+ 12x*

Q(x)=2x—3x> Rx) =-7¢—12x"
Tenemos entonces P(x) = D(x) (2x — 3x%) + x° (= 7 +12x)

Ejemplo:
2x —5x7 +4x°
1—x+4x°

Halle el equivalente de la funcion f: fix) = sen ( J —L (1 + 2x) enx=0

2 3
Vimos anteriormente que P(x) ~2x—3x> = sen 2x X éix ~ sen (2x — 3x2)
D(x) l-x+4x

Usando los correspondientes equivalentes tenemos que:
(2x —3x* )— (2x)=-3x" = flx) =~ -3x°

Observe las representaciones graficas respectivas.

) las
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