VALORES ABSOLUTOS

Definicion: sia20:>|a|=a, sia<0:>|a|=—a

Por lo tanto ‘a‘ >0 Va eR

Teorema
lal?=2’

Demostracion: sia20:>|a\2=a2, sia< 0= ‘a‘2=(—a)z=612

PROPIEDADES
labl=lal.lsl  lal=lal"  -lal<azldl o _ld
bl [p)
lal = |6l <la+b| <|al +]b] (desigualdad triangular)

Teorema
|x| <a <& —a<x<a

Demostracion: ‘x| <a & ‘x | ‘<d o ¥<d o ¥-d< 0, resolviendo la
inecuacion se obtiene la tésis.

Teorema
la+bl| < [al + [b]

Demostracién: de —lal<a< |al y—lpl<b< b , sumando nos queda
—(|a| + ‘b|)£a+b£ lal + |b] y por teorema anterior la+b| <lal + b

Definiciéon:  funcién signo de x = sg(x)
six>0=>sg(x)=1 x<0=sg(xX)=-1 x=0=sg(x)=0 entonces |x]| =sg(x) x

COTAS Y EXTREMOS DE CONJUNTOS DE NUMEROS REALES

Sea C un conjunto de nimeros reales
Definicion:
h € R es cota inferiorde C < vx € C, h<x.
k € Res cota superiorde C < vVxeC,k=>x.
C es acotado inferiormente < 3 h, cota inferior de C.
C es acotado superiormente < 3k, cota superior de C.
Cesacotado=3dhyk/vxeC,h<x<k.
M es maximo de C < M es cota superiorde Cy M € C.
m es minimo de C < m es cota inferiorde Cy m  C.




Teorema
El maximo y el minimo de un conjunto, si existen son unicos.

Demostracion: supongamos que M; y M, son maximos de C
Vxe C,x<M;yx<M,.ComoM; e C=>M; <M, ycomoM, e C= M, <M,
por lo tanto M; = M>. Analogamente para el minimo.

Definicion:
Se llama extremo superior de C a la minima cota superior de C.
Se llama extremo inferior de C a la maxima cota inferior de C.

NOTACION Dados a y b reales, a < b, llamaremos:
Intervalo cerrado [a,b] = {x e R/a <x <b}
Intervalo abierto (a,b) = {x e R/a <x < b}
Intervalo semiabierto [a,b) = {x e R/a <x < b}
Entorno de x = E,
Entorno (simétrico) de x de radio £= E; .= (x-&, x+¢)

SUCESIONES DE NUMEROS REALES

Una funcidn f es una relacion o correspondencia entre dos conjuntos 4 y B (no vacios)
tal que para cada x € A4, existe uno y s6lo uno f{x) € B.

A es el dominio de la funcion.

B es el codominio de la funcion.

Definicion:
Una sucesion es una funcién cuyo dominio es el conjunto de los numeros naturales.

Ejemplos de sucesiones:
(ay) ! a,=2n+3
(by) / b, =2"
3

(cn)/ cn=n?

(dy/d,= 1

n

Observamos que (d,) no existe para n = (), asi que modificaremos la definicion de
sucesion para que ésta (u otras de ese tipo) exista.

fesun sucesion <> fesuna funcidny 7ny € N/vn >ny, Ff(n).

Ejemplo de expresiones que NO son sucesiones:

(zn)/zo = A5—n  noexiste paran > 5

() / yo = log|]™" no existe para n > 10



SUCESIONES CONVERGENTES

: . 1 .
Tomemos por ejemplo a la sucesion a, = — , se puede ver que a medida que tomamos
n

valores de n cada vez mayores, los a; , 0 sea los términos de la sucesion son cada vez
mas pequeiios. Por lo que nos “acercamos” al cero tanto como queramos.
2n+1

Lo mismo ocurre si consideramos (b,) / b, = , en la medida que aumenta n, nos

aproximamos al 2 tanto como queramos.
Diremos entonces que (a,) tiende a cero [(a,) — 0] o que (b,) — 2.

. . . 1 .
Para el primer ejemplo, tomemos un entorno de cero con radio € = m ; la sucesion de

los a, para los n > 10 , pertenecen a dicho entorno, o sea que TODOS los términos de la
sucesion con n > 10 pertenecen al entorno y s6lo un niumero finito de ellos queda fuera
del entorno.

Cualquiera sea el radio elegido, siempre tendremos un numero finito de términos de la
sucesion que NO cumplen con la condicion de pertenecer al entorno elegido pero
tendremos infinitos términos (todos los restantes) que si la cumplen.

Definiciéon: (x,) > x o lim(x,)=X < paracadae>0,3noe N/Vn>ng, X, € Ex;

aL | ) xp€ebk. & x-e<x,<x+e
Xp €E e & -e<x,—x<g
x, €E. . & |xn—x‘<£

Teorema (Unicidad del limite)

(xn) > a
x.) > B = a=p

Demostracidon: supongamos que (x,) tiene dos limites diferentes o sea que
(X)) 2> ay @) > B,a#pya<p. Tomemos entornos disjuntos de ac y 3 ; lo que

quiere decir que £, , N Eg .=
( I ] ( I ]
L o) "y

B—a
2

Porlotantoa+te<fB-& = 2e<f-a = &<

Para cada € que cumpla con dicha condicion y aplicando la definicion de limite tenemos
x)>oa<Idn, eN/ Wnz2n,a-e<x,<ate

) > PBedneN/ n2ny, B-e<x,< Bte

Si tomamos n > max(n;, ny) se cumplira que x, <a+e<B-e<x, = x, < X,

lo cual es absurdo.

Definicion: (Xn) > a € R < (xn) es convergente




SUCESIONES DIVERGENTES

Tomemos (x,) / x, =n o (y») / y»=(-2)", se puede observar que en la medida que
aumenta 7, los valores absoluto de dichas sucesiones aumentan. O sea que x, aumenta
conforme aumenta ».

Dado cualquier k e R, k> 0, existe ng € N/ ¥n >ny se cumple que ‘xn | >k o

| Vn | >k ; esto caracteriza a las sucesiones divergentes o sucesiones que tienden a
infinito.

Definicion:
(Xn) > 0 < paracadak>0,3noe N/Vn>ng |xn| >k

(Xn) > +0 < paracadak>0,dnge N/Vn>ng x,>k
(Xn) > -0 < paracadak>0,3npeN/Vn>ny -Xx,>kox,<-k

SUCESIONES OSCILANTES

Consideremos (a,) / a, = (-1)"

Como |a,| =1= (an) no es divergente, pero como toma valores 1 y —1, segiin n sea
par o impar, tampoco todos los términos de la sucesion caen dentro de un entorno del 1
o del —1, con lo que tampoco es convergente. A estas sucesiones que no son
convergentes ni divergentes las llamaremos oscilantes.

Definicion:  si (x,) no es convergente ni divergente entonces es oscilante.

SUCESIONES ACOTADAS

Se dice que una sucesion estd acotada cuando el conjunto de todos sus términos esté
acotado.

Definicion (xn)acotado < IJhykeR/VneN, h<x,<k

Teorema
(a,) > a = (a,) esta acotada

Demostracidon: o sea que existen 4 y k reales tales que Vi, h <a, <k.
Como (a,) >a= Yn>ngsecumplequea-e<a,<a-+¢
{ap, a;, az, ..., a, } es un conjunto finito y por lo tanto tiene maximo M y minimo m.

Basta entonces tomar como cota inferior al menor entre m y @ - & y como cota superior
al mayorentre My a + &

OBSERVACION: el reciproco del teorema es falso ya que existen sucesiones
oscilantes que son acotadas, por ejemplo (-1)".




Teorema
(a,) divergente = (a,) no acotada

Demostraciéon: por absurdo.

Teorema
(ap) >a,a>b = a,>b Vn2ng

Demostracion: Fny/ vn >ny, an-a\<e,tomo g=a—b>0,porlotanto ¥n >ny
—~(a-b)<a,-a<a-b =>—(a-b)ta<a,<a-b+a =b<a,

Corolario
(ap) >a>0o0(a,) >+t0 = a,>0 Vn=>ny

Demostracion: analoga a la anterior, tomando b = 0.

Teorema (Sucesion comprendida)

(a) > a
(bp) > a = (cph)>a
VYn2ng a,<c,<bh,

Demostracion:

(an) > a < paracadae>0Fn; e N/ Vh2>n;,a-¢<a,<a+¢

(bn) > a < paracadae>0Fn, e N/ Yn>ny,a-e<b,<a+e¢

Entonces Vn > max(ng,n; ,n;),a-e<a,<c,<b,<a+e=>a-e<c,<a+¢ loque
significa que (¢,) = a

Teorema
(ap) >a = (a,—a)>0

Demostracion: ‘ a,—a ‘ <g&o ‘ (a,—a)—0 | <¢g y por definicidon de limite nos queda
que (a, —a) - 0 como queriamos.

Criterio de convergencia de Cauchy
Definicion: (a,)C << paracadae>03noe N/Vn'>ngyn">ng, |ay—apy| <t




OPERACIONES CON LIMITES

SUMA
an b, a, + by
a b at+tb
acotada 0
+00 400 400
+00 -00 indet.

Teorema
(ap) > a
(bp) > Db = (ap,+b,) >a+b

Demostracion: (a, +b,) >a+b<p/ce>0Tny e N/ Vn>ny
| (an+by) — (a+b) | <& = |(an-a) + (bo—b)|< ¢
(an) >a<plce>0Tn; e N/ Yn2>n |a,,—a|<61
(b)) > b<>plee>0Tn, eN/ Vi >ny |by—b|< g
Vn = max(ny, nz) y sumando miembro a miembro ‘an—a‘Jr ‘bn—b‘<26‘1
por propiedad de los valores absolutos ‘(an—a)Jr (b,,—b)|£ |an—a|+ |bn—b|<
2&1=¢

€
basta tomar g, = PR queda demostrado.

Teorema
(an) - +o0 }
(by) > +o0 | = (a, +by) > +©

Demostracioén: (a, + b,) > +o < p/ck>0,7ng e N/Vn2>ny, a, + by, > k

(an) > to & p/0§>0,5’n1 EN/Vnznl,an>§
(bn)_)+00<:> p/C§>O,37’l2 EN/Vn2n2,bn>§

) ) kK k
Vn > max(nj, ny) = ng y sumando miembro a miembro a, + b, > E + E =k

No haremos estudio respecto a la resta teniendo en cuenta que a, — b, = a, + (- b,)

Teorema
(a)) >a > (-a,) > -a

Demostracion: (a,) > a = | a,—a <e o | -a, — (-a) <& = (-an) > -a




PRODUCTO

adn bn dp . bn
0 acot 0

a b a.b
0 b=0 0
o0 o0 o0

0 o0 indet

Teorema

(a)) >0
(b,) acotada l = (ap bn) >0

Demostracion: (a, b,) >0 < p/c €>0FIngeN/ Yn>ny, |a,b, ‘ <g
(an) >0 = (a,) acotada = Vn >ny, an| <%

(by) acotada = FkeR k>0/Vn, |b,|<k

multiplicando miembro a miembro |a, | | b, | = | a, b, ‘ < & como queriamos.

Teorema
(ap) > a
(b)) > b = (anby) > ab

Demostracion: (a, b,) >ab<p/c >0 FInyeN Vh>ny |anbn—ab|<€
\anby—abl = |a,by—ab, +ab,—abl = |(@,—a)b,+a B, —b)| <

|an_a|‘bn‘+|a| |bn_ |<8
ya vimos que acotado por cero tiende a cero y

haciendo uso de los teoremas sobre la suma

0 x acot +acot x 0 queda demostrado el teorema.
Teorema
(a,) > ©
(bn) > b#0 ;= (apbp) > ©

Demostracion: (a, b,) > o< p/ck>0Tny e N/ Yn>ny, |a, b, >k

como (by) > b#0= |b,|>k’>0 Vn>n,

(@) >0 = ‘an |> % >0 Vn2>n; (multiplicando m.a.m.)

k ,
entonces Vn >nyg=max(n;, ny), |a, ‘ ‘ b, ‘ = ‘ a, b, | >k’ ; > k como queriamos.




COCIENTE

an b, a, / by

a b0 a/b
a=0 0 o0

o0 acot 0
acot 00 0

0 0 indet

o o indet

Teorema

Demostracion: Vn >nyse cumple que |———|<¢
a a
n

RIS P I P

a, a ‘ana‘ a, a|

como (a,) > a#0, an‘>k>0 sin>n;
como (a,) > a = (a,) acotada = |an—a|<5k|a| sin=>n;
1 1 8k|a|

< =

Vn >ng=max(n;, ny), |——— k|a|

a

n

Teorema

(a,)—>a - a, _)3
(b,)—>b=0 b b

oo, a 1 . .
Demostracion: —=aq, [—j por el teorema anterior y haciendo uso de los teoremas

n n

; a a
sobre el producto concluimos que (b” J - 3

n

Teorema

(b“)_)w} :[Lj—m
b, #0Vn b

Demostracion: (b,) > < p/c k>0 Fng e N/ Yn>ny, bo|>k




1 1 1 1
—| =— < —=¢ bastatomar £¢=—
b, b, k
o (b,)—>0 1
En forma analoga si =|—|—>»
b, #0Vn b,
Teorema

@,)—>a = |50
(b, )= 0 b

.. a 1
Demostracion: b—” =a, 5 — a0 — o0 por teoremas sobre producto.

n n

Teorema

(a,) acotado - a, 0
(b,) > b,

Demostracion: (a,) acotado = Fa € R/ Vn>ny, |a, ‘ <a
(by) >0 => plck>03Tn; eN/ Vi >n;, |b,|>k
Vn > max(ng, n;) = la,| <o y | b, | >k , ordenando las desigualdades y multiplicando

aVl

m.a.m. tenemos que laylk<alb,| =

o a
<—=¢ bastatomar k =—
k €

n

LOGARITMACION

No consideraremos el caso més general de una sucesion de la forma (log o ) porque el

log,"

teorema de cambio de base nos permite escribir log,” =—-"—  Alcanzara con estudiar

logbn
los casos de base constante y usar si hace falta los teoremas relativos al cociente. Se
supondra en todos los casos satisfechas las condiciones de existencia de los logaritmos.

b an log;"
cualquiera a>0 log},
b>1 +o0 +00
b>1 0" -0
0<b<l 400 -
0<b<l1 0" +o0




Teorema
(ap) > a } = (logz" )—) log,
b cualquiera

Demostracion: (Zog,f" )—) log, <plce>0TnyeN/Vn2>ny ‘log;‘” - log;" <g

log,j‘"—log,f‘ = logb7 <eg por lo tanto -¢ < logb7 <e

. e _ a , -
Sib>1, b*< — < b porlo tanto —- estd en un entorno del 1; (b b*) y esto es

a a

. a . .

cierto porque como (a,) > a = (—”j - 1. Analogo si b < 1.
a

Teorema

(a,) > +ooir = (log;") > +o
b>1

Demostracién: (log,” ) > +o < p/c k>0Fny e N/ vn>ngy, log,” >k
Como (a,) > +0 =p/c k’>0TFng e N/ VYn=>ng, a, >k’
= plek’>0Fng/ Vi 2ny, logt > log" bastatomar k’/ logt' >k =k’ > b*

Teorema

(an) > 0" } = (logi") = —
b>1

Demostracion: (log,” ) > —o < p/c k>0Fng e N/ VYn2>ny, log,” <-k
Como(an)—>0+ =>plc €>0TngeN/Vn=>np,0<a,<g
Por lo tanto log < log® < -k, bastatomar & < b™*

POTENCIACION

log? I S bn log?n
Recordemos que b =a = (b)) = p™" = p»®

Con esta transformacion hemos pasado de una potencia de base variable (b,) a otra de

base constante (b). Se presentaran tres casos de indeterminacion 17, «°, 0° ; en los tres

casos resultard en 0. oo en el exponente.
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b dn b
cualquiera a b*
b>1 +00 +00
b>1 -0 0"
0<b<l +o0 0"
0<b<1 -00 +00

Teorema
)—>0 = (b™)>1

Demostracion: sib=1= b =1" =1

Sib>1, (b")—>1 = |b" -1|<e Vnzny

Entonces -e< b™ —1<g = l—-eg<b" <l +¢g

Sie>21l > 1-e<0<b" <1+¢g

Si e<1 = log,* <x,<log,”” ,comob>1, 1-e<1lyl+e>1 =

I+e

log,*<0 y log,®>0 = esun entorno del cero y esto es cierto porque (x,) —> 0.
Si b <1 es analogo.

Teorema
(a)) >a = (b™)—>b*

Demostracion: (a,) > a = (a,—a)— 0 por lo tanto
ba,, — b(a,,—a)+a = ban—a ba = lba — ba
por teorema anterior.

Teorema

(ap) > +oo | = (b™) > +©
b>1

Demostracion: (b ) > +o < p/ck>0 Fny e N/ Vn>ny, b* >k
(ay) > +o <pck’>0 Ing e N/ Yn2>ng,a, >k’
Entonces Vn >ng, b > b" bastatomar b" >k = k’> log)

Teorema
(an) = +oojr = (b™)—> 0"
0<b<l1
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Demostracion: (b ) —>0" < p/c €>0 FngeN/ VYn>ny,0<b™ <g
(an) >+ < p/c k>0 Fng e N/ Vn>np,a,>k
Por lo tanto b“ < b* basta tomar &€ = b* = k= log}

SUBSUCESIONES O SUCESIONES CONTENIDAS

Definicion: (z,) es subsucesion de (x») 0 (zn) esta contenida en (xn) < 3 (in) / z0 = X;_

con (i) = +o, in € N.

Ejemplo: dada (x,) , (zn) / zn = X2n s V) / Yn = Xon+1
(zn) € (yu) estan contenidas en (x,).

Teorema

3 lim (x,)
(zn) es subsucesion de (x,) { = lim(z,) = lim(x;,)

Demostracion:
supongamos que lim(x,) =x<>p/ce>0 Fny e N/ Vvn >ny,
en particular Vi, >np | x, —x |<g ycomo z,= x, resulta ‘z,, -X | <g

pero (iy) > +to=p/ck>0Fn; e N/ Vvn2>n;,i,>k
Tomando k=ng, In; e N/ VYn>n;, i, > ng= ‘zn-x|<8
oseaquep/ce>0Fn;/ Yn=>ny, ‘zn-x|<s = (z,) = x por definicion.

Supongamos ahora que /lim(x,) =0 < p/c k>0 Fngy e N/ Yn>ny,|x, | >k

en particular Vi, >ny | X, ‘> k ycomo z,=x, resulta |z,, ‘ >k

Como (i) > to, Vn >n;, i, > ny entonces nuevamente decimos
ple k>03n; eN/ Vi >ny, |z,|>k = (z,) = o por def. de limite.

OBSERVACIONES:
1) Si(x,) es oscilante, (z,) puede ser convergente, divergente u oscilante.
)/ Xn =1, (@n) / zn =x2n=(-1)"=1=C
(Wn) / Wy = x5, = (-1)" es OSC
) ! yn=A+ D)"Y, @)/ po=ym=0+(-1)"")2n=4n=D
@) gu=ymr=A+CD"")2m+1=0=C

2) Si(t,)y (s») son dos subsucesiones de (x,) y lim(t,) # lim(s,) = (x,) es OSC
En efecto si existe el lim(x,) , por el teorema anterior lim(x,) = lim(t,) = lim(s,)
contra lo supuesto.

xn—x‘<8

3) Si(z,) es oscilante y (z,,) es subsucesion de (x,) = (x,) OSC , pues si tuviera limite

(zn) también lo tendria.
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