Teorema (de los 6rdenes)
(Xp) > to;a>1;b>1;0>0; >0 = [log;"] < [xfl‘] < [a"“] < [XHBX“J

Este teorema no se demostrara.

Definicion: (xn) es de orden p con respecto a (z,) cuando (x,) ~ (Az,")
Decimos que (Az,*) es la parte principal de (x,)

LIMITES TRIGONOMETRICOS

Con ayuda de consideraciones geométricas vemos que se cumple:
0< |x‘<g = |senx| < ‘x| < |tgx|

Usando dicha desigualdad demostraremos los siguientes teoremas.

Teorema
(X)) >0 = (senx,) >0

Demostracion: (sen x,) >0 < p/ce>0Fny/ Yn>ny, |senx, | <g
La desigualdad es obvia si € > 1, pues —1 <senx, <1
Supongamos € < 1, (x,) >0 < p/ce>0Fn;/ Vh2>n;, xn‘<s

como ¢<1< g se cumple |sen x,,‘ < |x,, ‘ <g = ‘sen X, | <& como queriamos.

Teorema
(Xp) > X = (sen x,) > senx y (cos X,) = €os X

Demostracion: demostraremos sélo la primera parte.
X, —x X, +x
senx, -senx = 2sen 5 cos

2

- - +
como (x”z x] -0 = sen[x”2 x] -0y 2c0s(x”2 XJ esta acotado por -2 y 2

resulta que (sen x, - sen x) — 0 como queriamos.
La segunda parte se demuestra en forma analoga.

Teorema
1) (xp) > x = (tgx,) > tgx

2) (z0) > §+kn = (tgz)) > o (k € Z)




Demostracion:
senx, senx

1)tgx,= =tgx (cosx #0)

cosx, COS X

2) (tg z,) > o porque (cosz,) >0y (senz,) > =1

Teorema
(xp) 20

Vn>ng x, %0 = (se“"]al

X

n

‘s T
Demostracién: como (x,) >0 < Fn;/ Yn>n;, |x, ‘ < E = Vn > max(ng,n;) se

cumple que |sen X, ‘ < |xn ‘ < | 1g x, | y como x, # 0 podemos dividir por ‘ sen x, |

<|senx,

| X, | 1
entonces 1< < = |c0s X,
‘ senx, |cos X,

T
<1 alser ‘xn|<5 tenemos

n

que cos x,>0,x, y senx, son del mismo signo, con lo que podemos omitir los
sen x

n

valores absolutos cosx, <
x

n

teorema de la sucesion comprendida queda demostrado.

<1 como (x,) > 0 = (cos x,) = 1 y aplicando el

Teorema
(tg xn) =~ (Xpn)

(Xn) =0 = | (1-cos xu) = (X"

2

2

Demostracion: /—l—_\> 1

1gx, senx, 1

X, X, coSx,
1
2 sen’ X sen* X sen? X
l-cosx, 2 2 2
2 = 2 = 2 7 1
le x?‘l l le xfn
2 2 2 2 ( 2 j
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FUNCIONES REALES

Se estudiaran funciones cuyo dominio y codominio estd formado por nimeros reales.
Sea f'una funcion en R, consideremos un sistema de coordenadas xoy en el plano y para
cada x € D(f) tomamos el punto A(x, f{x)). El conjunto de todos los puntos asi obtenidos

se llama grafico de f o G(f).
g fo G(f) /GO
fix)
A(x, flx))
X
LIMITES
Definicién: limf(x)=b <« p/cE,,3E, /VxeE,, f(x)eE,

X—a
Si se toman entornos simétricos de a y b se tiene una condicion equivalente.
Definicién:  limf(x)=b < p/cE,,,3E,; /VxeE,,,f(x)<cE,,
X—a
< plc €>0,38>0/V xsecumple 0< Ix-al<s, |f(x)-b| <g

limf(x)=0 < p/ck>0,3E,, /VxeE,,[f(x)>k

X—a

limf(x)=b < p/cE,,3h>0/si|x>h, f(x)eE,

X—00

limf(x)=00 < p/ck>0,3h>0/si|x>h,|[f(x)>k

X—0

DEFINICION DE LIMITE POR SUCESIONES

Lema 1

(xp) > a < ple Ea*EInl/‘v’an,xneEa*
Vn>ny,X,#a

Demostracion:
(=) () > aplc E, Iny’/VNn2ny', x, € E,

y *
Vn2>n;=max(ng, ng’), x, € E,, x, #a = x, € E,

* * , *
(<) comoE, cE,,x, €eE, = x, €eE,,ademas x, e E, = x, #a
En lo que sigue pondremos (x,) = a , x, #a , entendiéndose Vn >ny
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Lema 2

f funcion (x,) > a (yn) > a )3 (zn)/ (zn) > a
Xp#a yp#a =< 2)(zn)#a
lim f(x,) # lim f(yn) 3) f(z,) oscilante

Demostraciéon: consideremos la sucesion (z,) que se obtiene alternando un término de
subindice par de (x,) con uno impar de (y,), es decir: zz, = X2, Y Zon+1 = Vonti
1) (z,) = a, como (x,,) es subsucesion de (x,) = (x2,) > a,si2n>ngy,zy € E,
como (¥2,+7) es subsucesion de (v,) = (Von+1) > a,si2n+1 >ny’, 2441 € E,
Por lo tanto si n > max(ny, ny’) , (z,) € E, oseaque (z,) > a
2) z, #a,esevidente pues zo, = X2, ZA Y Zap+1 = Yo+l #a
3) f(z,) oscilante , f(x,,) es subsucesion de f(x,) = lim f(x2,) = lim f(x,)
f(y2n+1) €s subsucesion de fy,) = lim f(yan+1) = lim f(y,)
Pero f(zon) = fx2n) Y Az2n+1) =f(y2n+1) son subsucesiones de f(z,) , entonces f(z,)
tiene dos subsucesiones con limites distintos = f{z,) oscilante por teo. anterior.

Teorema (de pasaje 1)
limf(x)=box

x> }:(f(xn))—m 0 ®
(x,)—>ax, #a

Demostracion: consideremos el caso en que el limite es .
limf(x)=b = p/cE,,JE, / Vx €E, ,fx) € Ej

Por lema 1 (xn) > a jr & ple E, Fn;/ Wn>n;, x, €E,
Vn=>ng,x, Za
Entonces p/c E,, In;/ VYn >n; x, EEa* = flxy) €Ep = (f(xn))—>b

La demostracion en el caso de limite « es analoga.

Teorema (de pasaje 2)
V(Xp) > a,Xp#a,dlimf(x,) = limf(x) =lim f(x,)

Demostracion: por el lema 2 sabemos que todas las f{(x,) tienen un mismo limite (b o
), ya que si no fuera asi podriamos fabricar una f{z,) oscilante.
Razonaremos en el caso que (f(x,))— b

Debemos probar que lim f(x)=b = p/cEy., TE, 5* / Yx ek, 5* ,Jx) € Ep
Supongamos por absurdo que esto es falso, entonces:

FEy ./ pleEss , Ix €Eas , fix) & Epp

Consideremos una sucesion (8,) — 0, 6, >0 Vn, entonces

ple By ,Fz, € By Ifzy) & Ep o

Peroa—90, <z, £a+06, ,como(a—0y) >ay (a+d,) >a = (z») >a,z,#Za
Por hipétesis tendriamos que /im f(z,) = b pero esto es absurdo ya que f(z,) ¢ Ep »
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Consideremos ahora que todas las ( f(x, )) —

Debemos probar que p/c k>0 FE, 5 / Vx € Eys , | fX) |> k

Razonando nuevamente por el absurdo 7k>0/ p/c E, 5* , Idx € E, 5* / | fx) | <k’
Tomamos nuevamente (6,) = 0, 0, > 0 Vn y obtenemos una sucesion (z,) > a, z, #a
/ fzy) £k’ ; lo que es absurdo porque ( f(z, )) — ®©

Corolario
limf(x) =bow & V(X)) >a,xp#a,limf(x,)=boow

X—a

Demostracion: (=) de pasaje 1; (<) de pasaje 2

OBSERVACIONES:

a) El corolario nos permite obtener una definicion equivalente de limite de una
funcion.

b) Valen los teoremas analogos a los de pasaje con x— o 0 sea que
lim f(x)=boow < V(x,) > o, limf{x,)=box

X—>00

¢) Los teoremas de limites de funciones se reducen a teoremas de limites de sucesiones
por lo tanto, todos los teoremas ya demostrados para limites de sucesiones seran
validos para limites de funciones.

CONTINUIDAD

Definicion: fcontinuaena < limf(x)=f(a) (finito)

1. Cuando fes discontinua en a pero existen los limites laterales y son iguales, decimos
que f'tiene discontinuidad evitable en a.

2. Cuando fes discontinua en a y existen los limites laterales, (aunque no tienen por
qué ser iguales) decimos que estamos ante una discontinuidad de primera especie.

3. Cuando f'es discontinua en a y al menos uno de los limites laterales no existe,
decimos que la discontinuidad es de segunda especie.

Teorema

fcontinuaena | = f+g continuaena
g continua en a

Demostracion: fcontinua en a = lim f(x)= f(a)
x—>a

g continua en a = limg(x) = g(a)l = lim(f+g)x)=f(a)+g(a) =

=(f + g)(a) como queriamos.
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Andlogamente se demuestra la continuidad de la resta, producto y cociente.

FUNCION COMPUESTA

Muchas veces por ejemplo, nos vemos en la necesidad de calcular el valor numérico de
una funcién como ser y = L(x*+1) para x = 1. Para lograrlo hacemos lo siguiente: sea
h(x) = x’; sea g(x) = h(x) + 1; sea fix) = L(g(x)) ; con lo cual paso a paso podemos
calcular el valor de y. Esto es lo que llamamos una funcion compuesta, en nuestro caso
seria: y = flg(h(x))) oloqueeslomismokogof=y=L(1*+1)=L(2)

acd beB ceC = glay=b,f(b)=c = (gof)a)=flgla))=c

Teorema (limite de la funcion compuesta)
u=g(x), lim(x) =c
y=1f(u), limf(u)=>b = limf(p(x))=b

En un entorno de u, ¢(x) # ¢

flu)y-bl<e

Demostracion: dadoe>03y>0/s10< |u—c‘<y,

36>0/si0<|x—al<s, lo@)—cl<y = sio<|x-al<s = [fo(x)-bl<e

lo que significa que /im f(o(x)) =b

Teorema (continuidad de la funcion compuesta)

u = @(x) continua en a
y = f(u) continua en ¢(a) / = y = f(¢(x)) continua en a

Demostracion: /[im f(p(x)) = lin(a) f(w) = flo(a))
(A
/

continuidad de @ ena por limite funcién compuesta por continuidad de f(u) en ¢(a)
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ASINTOTAS

\/

Existen funciones cuya grafica se confunde con una recta cundo x — too , en esos casos
diremos que la funcion tiene asintota y que dicha(s) recta(s) es la asintota.

Definicion:  y =mx +n es asintota en o de f < lim [f(x)—(mx +n)]=0

X—>Fo0

Para calcular la asintota de una funcion lo haremos de la siguiente forma:
. X . . .
tim L% _ 1y (finito) lim f(x)—mx = n (finito)
xX—>Fo0 X X—>Fo0
Si en el calculo de la asintota nos encontramos con que m es finito y # infinito, diremos
que la funcidn tiene direccidn asintotica paralela a y = mx.
En cambio si m es infinito, diremos que la funcién tiene direccion asintdtica paralela al
eje oy o vertical.
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