SUCESIONES MONOTONAS

Definicion: (an) es mondtona creciente < a, <ap+ Vn € N
(an) es monétona decreciente < a, > ap+ Vn € N

El crecimiento o decrecimiento estricto se obtiene con < 0 >.

Teorema
(a,) mondétona creciente = (a,) tiene limite

Demostracion: consideremos dos casos, segin (a,) esté acotado superiormente o no.

Si (a,) esta acotado superiormente, sea e su extremos superior. Tomemos un E ¢, €

no es cota superior de (a,) , ya que e es la minima cota superior.
3 a, > e -g por ser (a,) mondtona creciente.

vn>ng a, > a, > e -¢ ,ademas a, < e por lo tanto podemos decir que

p/c Ezc Ing/ Yn2>nyg,a, € E z: osea (a,) > e por definicion de limite.

Si (a,) no est4 acotada superiormente, ningun k£ > 0 sera cota, o sea que
plck>0 Fny/ a, > k=a, > a, > k = (a,) = +oo por definicion de limite.

SUCESIONES MONOTONAS CONVERGENTES

-€

Se dice que el par ordenado de sucesiones ( (a,) ,(b,) ) es un P.S.M.C. si se cumplen las

condiciones siguientes:
1) (a,) es monotona creciente
2) (b,) es monotona decreciente
3) a,<b, Vn eN
4) (bp—a,) >0

Ejemplos:

Si(a,)/a,=1- l y(by)/ b, =1+ l forman un PSMC
n n

/ay=1 y  /b,=1%2

2n—1y /b,,=3n+2
n n

/a,= no es un PSMC por no cumplir 4)

NUMERO e
Definicion:
n n+1
Sea (a))/an= (1+1J y (bn) /b, = (1+—J dichas sucesiones forman un PSMC
n

n
cuyo elemento de separacion es e ~ 2,718281....
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PARTE ENTERA

Dadox € R, considero 4 = { z € Z/z <x } es un conjunto de enteros acotado
superiormente por x y tiene maximo.

Definicion: parte entera de x = E(x) = max(A)

Ejemplos: E(2,718)=2, E(-3,98)=-4
La definicion implica que: E(x) <x < E(x) + 1

Teorema

x,)> o0 = [1+L] —>e
X

n

Demostracion: supongamos que (x,) — +oo
Sea z, = E(x,) , (z4) > +too,ademas z, < x,<z,+1

1 z, 1 X, 1 z,+1 ,
1+ ) <|l+—| <|1+— comparese bases y exponentes
z, +

X z

n n

] — 1 decimos que
z +1

z, +1

z,+1 n
1 : 1 .
[1 + " =a_,, siendoa,=|1+— | unade las sucesiones que definen a e.
z, + ! n
n

Como (z, + 1) > +o0, (az +1) es subsucesion de (a,) y también tiende a e.

n V4

n

n+l z,+l1
Andlogamente b, = [1 +—j = [1+ij = b, por lo tanto (bz” )—) e
az +1 1 "
Resulta entonces ——— < |1+—| <b

1+ 1 Y ,

e
Y por el teorema de la sucesion comprendida queda demostrado.

€

Corolario
1
() >0 = (1+a, ) —e

) ) ) 1 )
Haciendo el cambio de variable ¢, = — estamos en el teorema anterior.
X

n
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SUCESIONES EQUIVALENTES

Definicion: (@) ~ (by) < (2_”}_)1

n

Teorema
3 lim (X, a,)
(an) = (by) [ = lim (x4 by) = lim (x, a,)

n

b
Demostracion: x, b, =x, a, — ;como (x, a,) >z0 ®©y — 1 se deduce que

n n

(X, by) > z0 0

Teorema

Ellim(x“] :lim[x“}=lim(x“]
an bn an

(an) = (bn)

a a

n n n

. X X, a X X
Demostracion: b—” = b—” = (—"J —>zoow = [b—"j —>zo o
n n

Estos teoremas permiten el cambio de un factor o divisor por otro equivalente en el
calculo de limites.

Teorema
(ap)) >0 = LA +a,) = (a,)
Demostracion: (1+an)ai,, —>e = L (1+an)ai,, = LL (1+an) — L (l+an)_> 1
a” an
Teorema

(bn) > 1 = L(by) = (ba—1)

Demostracion: (b,) > 1 = (b,— 1) > 0y estamos en el teorema anterior.
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Teorema
(b)) >0 = (a" —1) = b, L(a)

~ (a" -1) = b,L(a) = (a" -1)

Demostraciéon: como (¢”)—1 = L(a™)

Teorema
(Z) > 1 = (2.5-1) = k(zo— 1)
Demostracion: L(z,") = z, — 1
Lz = kL(z) ~ k(z,— 1) 4__| por transitiva.
ORDENES

( DE INFINITESIMOS Y DE LAS SUCESIONES DIVERGENTES )

Definicion:
R es una relacion en el conjunto de las sucesiones; (a,) R (b,) & ( j —->x=0
n

(Deben excluirse las sucesiones con infinitos términos nulos.)

Teorema
R es una relacion de equivalencia

Demostracion: (a,) R (a,) pues - =1 = ( ]» 1%0
a n

(an)R(bn):(”]—)x;tO:( ]—) #0 = (by) R (an)
(an)R(bn):(a J—)x#O
:(a”Jztgﬂj—)x.x';tO (@) R (c,)
(bn)R(cn):[ j—>X¢O “ n Cn
c}'l

Definicion:

llamaremos orden de una sucesién a su clase de equivalencia segun R
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SUCESIONES INFINITESIMAS

Definicion:  [a,] > [b,] < (z—”J—m o (b—“]—mo con(a) =0 y (b)) — 0

n n

Teorema
[aa] > [ba] = (an+by) = (by)
b b
Demostracion: a”lj o= Z” 1= L% 04 , pues (%)—)O

Este teorema permite sustituir en una suma de infinitésimos por el de menor orden.

Teorema
(@) —>0,p>q>0 = [a,"] > [a,]]

o7 ap - l
Demostracién: —-=a Ty @l >0 = [al]> [a]
a

n

Teorema
(an) = (by) = 7 [an — by] > [a4]
[an — bn] > [by]

a a a a

n n n n

Demostracion: 4, ~b, =1- b, como [ﬁ} N (an —b, j 50

Andlogamente se demuestra la otra desigualdad.

SUCESIONES DIVERGENTES

Definicion: [a)] <[b,)] < (Z—"J—)O < (b—"j—mo con (a,) >« y (b,) — o

n n

Se demuestran teoremas analogos a los anteriores con la diferencia que ahora en la suma

el equivalente es el de mayor orden.
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