Curso de Matematica A
Sexto de Ingenieria
2006

Instituto Crandon

Este librillo contiene los repartidos de practico, el programa, la bibliografia y otros materiales com-
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SIMPLICIDAD DE LA MATEMATICA
Eziste una opinion muy generalizada segun la cual la matemdtica es la ciencia mds dificil cuando en
realidad es la mds simple de todas. La causa de esta paradoja reside en el hecho de que, precisamente
por su simplicidad, los razonamientos matemdticos equivocados quedan a la vista. En una compleja
cuestion de politica o arte, hay tantos factores en juego y tantos desconocidos o inaparentes, que es
muy dificil distinguir lo verdadero de lo falso. El resultado es que cualquier tonto se cree en
condiciones de discutir sobre politica o arte -y en verdad lo hace- mientras que mira la matemdtica
desde una respetuosa distancia.
Ernesto Sabato, en “Uno y el Universo” (1945).



Para recordar
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ACHBC=(A+B)C F+5="Fp T -BC B
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U?=V2=(U-V)(U+V) US — V3 = (U—V)U?+UV +V?

(A+ B?*=A>+2AB+B*> (A+B?P?=A%+3A’B+3AB*+DB®

Observa que (salvo para algunos valores muy particulares de A y B):

iy g avp 1]
L(A+B) # L(A)+ L(B) VA+B # VA + VB

Las unicas funciones (continuas) f : R — R que cumplen:
f(A+B) = f(A) + f(B), VA BeR

son las funciones de la forma:

en donde m es constante.

La existencia de raices reales de P(z) = ax?+4bx+c depende del signo del “discriminante”: A = b?—4ac.
Pueden darse los siguientes casos:

1. Si A > 0 entonces P tiene dos raices reales y distintas dadas por

—b+ Vb2 —4dac
2a

El gréfico de P corta al eje Oz en dos puntos.

—
2. Si A = 0 entonces la funcién tiene una sola raiz: —b/2a. Su gréfico corta al eje Ox en un solo
punto.

—
3. Si A < 0 entonces la funcién no tiene raices reales. Su grafico NO corta al eje Ox.



Capitulo 1

Practicos

Los dieciséis “repartidos” de practico que te proponemos cubren todos los temas del curso. Si trabajas
en ellos, seguramente adquirirds una profunda comprension de los conceptos “tedricos”, un buen
entrenamiento en las técnicas del calculo diferencial y destreza al momento de aplicarlo en otras
ramas de la Ciencia, en particular la Fisica. Ademds, esperamos que te ayuden a desarrollar tus
capacidades de investigacién y de resoluciéon de problemas.

Los précticos estan diferenciados por dreas tematicas y no todos tienen la misma extensién. Sobre la
marcha te indicaremos cuantas semanas debes dedicarle a cada uno. De todos modos, ya te podemos
adelantar que la prueba semestral a realizarse a mediados o fines de junio incluird el practico 7 y que
el escrito a realizarse a fines de agosto tendra que ver con los practicos 8 al 11 (inclusive).

Hemos incluido ejercicios “complementarios” para que dispongas de suficiente material para practicar
antes de las pruebas (o en cualquier momento) y también otros denominados “opcionales”. El nivel
de dificultad de estos ultimos es superior al que exigiremos en las evaluaciones y en el examen.

Durante el desarrollo de las clases tedricas daremos muchos ejemplos y discutiremos ejercicios y pro-
blemas presentando finalmente una solucién de los mismos escrita en el pizarrén. A partir de esta
base, podras trabajar en tu casa en el repartido correspondiente, trayendo tus dudas a la siguiente
clase de practico. Es de esa manera que nos organizaremos.

Ya lo has habras experimentado, pero vale la pena insistir en las bondades del trabajo en equipo. Te
sugerimos que formes un grupo de estudio con algunos comparfieros para (entre otras cosas) pensar
juntos, intercambiar ideas y resolver los ejercicios fuera del horario liceal.

Tus cuadernos de teérico y préactico y este librillo deben acompanarte tanto en las clases, como en los
momentos que dedicarads al estudio de esta materia.

En este curso resultara extremadamente 1til el programa de computacion llamado DERIVE que
estd instalado en la sala de informatica del Instituto.



4 Capitulo 1. Prdcticos

1.1. Practico 0

1. Estudia el signo de las siguientes funciones:
fii file)=3z—6  fo:fale)=—2—6  f3:fs(x) =42’ —x  fi: fa(z) = 22" +9
f5: fs(z) =322 —z—2 fo: fo(z) =2*>+2z+10 fr: fr(z) =42 — 4z +1
fs: fe(z) = 9zt + 822 —1 fo: fo(z) = 62 — 523 + 52 — 6 fio : fio(z) = (x —3)°(8 — z)*
2. Resuelve las siguientes inecuaciones:
a)dr+8>0 b) —3x—1<0 ¢) (=32* +22)(3x —2) >0 d)dx+2<5x+1

e) 22 +Tx+15<0  f) 2?4+ 7x+15<0  g)a' —2522 +144 <0

~ (z+5)(2? —4) ~r—2 x+3
h) (2 —z)(z? +4)(z* - 5) <0 i) (2$_1)(2_$)§0 ])m+3§$_2
1 1 1 1 z—1
k)1-— — >0 ) 5————+——
) 1+ 1422~ )$2—21‘+2+$ 22 —2x+2 "
1 1 (r—2)(z® —4z+3) _
1-— — >0 <zxz*-5 6
m) r—1 a2-3x+2~ n) (x +4) =7 v

3. Resuelve discutiendo segin los valores del pardmetro m:
a) (m+2)z =3m b) (m+2)z =m+2 ¢) (m?*—9x=m-—3 d) (m—2)z < 3m

e) (m—1)x <2m—2 f) (@+3)(z+m)>0 g) m(z—m)(2—z)>0

4. ;Cudles son los elementos del siguiente conjunto?

{ANeR/2z*>—Xz+1>0,VzeR}

1.2. Practico 1

1. Demuestra, por induccién sobre n, que (1 + )" > 1+ nz, Vn € N, Vo € R, z > —1.
(Desigualdad de Bernoulli).

2. Halla supremo, infimo, médximo y minimo de cada uno de los siguientes subconjuntos de reales:
1
a) [2,4) U (5,v/30) b)A:{Z—E/nGN*} ¢) AU{2}
d) {x/(x+2)(:c—1)(ac—\/§) <o} e) {x/xﬁ\/g}ﬁQ ) {z/(z — 1)(z —m) < 0}

g) {m/x2_maz+1>0,v:t} h) {%/nEN}
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3. Sea L = sup(A). Clasifica en verdaderas o falsas (justificando la respuesta):
(a) Six € A entonces z < L.
(b) Siz <e¢, Va € A entonces L < c.
(¢) Si H< L entonces 3a€ A / H <a.
(d) Ve>0,3ac€ A/ L—-—e<a<L.
() Ve>0,3ac A/ L—-—e<a<L.
(f) Ve >0, (L—¢,L) C A.

4.  (a) Sea A C R un conjunto no vacio. Consideremos el conjunto B definido por

B ={—a/aec A} Demuestra que sih es cota inferior de A entonces —h es cota superior
de B.

(b) Demuestra que todo subconjunto de R, no vacio, y acotado inferiormente tiene infimo.

1.3. Practico 2

1. Resuelve las siguientes ecuaciones e inecuaciones:
a) |5z — 3| = |4z — 1| b) 4|z + 1] = 3|z + 2| c) lr—4]>1 d) |lxr—4] <3

e)3r—1<|3-2z] f)2z—4>3z+2 g)|2® 32t +5<2
h) (x —1)|2z + 1] > 3z i)z —1+]z—-2[>1 J) 12z —3] =3|z| <1

2 _ _
2r + 3 x 1’§ n) |z — 1

k) z—2 241 x4+ 4

m)

‘>5 0)

r—1
r+4

2. Resuelve:

—1
a)|z—27-2>0 b |m"|>4  le+1P-3z+1<0 d) |z —4z|+3>0
x+4
z? + |5z + 6 |z —1] -1 |z +3]—1
LN bl B Ll L B
e) x?2—1 =0 /) 2 — 2x =0 9) |x—2|—1_0
20— |+ 3| ‘ (z — 3)? L |22 =1
) P R >0 il P |
) 5z S D — Tt 2 D) s

3. Demuestra que |a.b| = |al.|b|, Va,b € R.

4. Una propiedad importante del valor absoluto afirma que: |z +y| < |z|+ |y|, Vz,y € R.
Admitiendo esta propiedad se te pide que demuestres que: |z —y| > ||z| — |y||, Vz,y € R.
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1.4. Practico 3

1. Encuentra el interior, el exterior, la frontera y los puntos de acumulacion de los conjuntos
mencionados en el ejercicio 2 del Practico 1. Investiga si son abiertos o cerrados.
2. Demuestra los siguientes limites a partir de la definicion:
2n+5 2n —3 9
lim =2 lim =2/3 lim(n® +4) = +o00
3n+4 / ( )
3 2n2 , , o
hm2 5 4:1 lim(v/n?+1—-n)=0 limn® = +o00 (o> 0)
/,’L —_—
3.

Demuestra que si (z,) — a entonces (| z,, |) —| a | y que el reciproco es falso salvo que a = 0

4. Calcula los siguientes limites:

n 4+ 2n +8 . 4n? —25 2nt +7n? — 3n
—_——— m ——-——-—- hm
n? + 100 —3n2+n nd+1
2 1/3 2 2 2 2
h,mn\/ﬁ—i-n +4n lim (3n—2)"—(3n+1) i (7 1 n"+1
1—n3/24n7/4 dn — 3 n n—1

5. Calcula:

lim (Vn+2 — v/n) lim (\/n2+2n - \/nz—l) lim < n+vn

3 — 2
lfm (\/n2+ - \/n2+1> 1fm (3n - \/9n2—|—4n+1> Jfm Y F n
2n+5 — V2n+1
6. Calcula: ) 5 )
. 2+an, ™ an + a, i a;, + 4a;,
an—02 — ay an—0 ap — a% an—0 a% — 2@%
2 2 _ 2 _
ap —4 lim w lim %73
an—2 Ay — 2 an—1 ap — 1 an—V3 0421 - \/gan
. aZ+3a,—4 . 3—\5+a, . 2—+/a, -3
hm 34 hm R E— hm —_—
an—1 a; —1 an—4 1 — /5 —an an—7 a% —49
Opcionales
7.

Demuestra que a es punto de acumulacién de un conjunto S si y solo si existe una sucesion ()
de puntos de S distintos dos a dos tal que (z,) — a.
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1.5. Prdctico 4

1. Consideremos la sucesién (a,)n>0 definida por la relacién de recurrencia:
ag = 0, Ont1 =V2+a,, Yn>0

Demuestra que la sucesién es mondtona creciente y que estd acotada superiormente. Demuestra
que converge y calcula su limite.

2. En cada uno de los siguientes casos estudia monotonia de (z,,), prueba que converge y calcula

su limite:
(a) x():\/gu Tn+l = \/31'71 ) anO
1
(b) zo =0, Tpg1 = S Yn > 0.
(¢) o =0, Tni1 =1+ x,, Yn>0.
2
5
(d) o = 5, Tn4+1 = In + s Vn Z 0.
2x,

3. Consideremos la sucesion (xy,),>0 definida por la relacién de recurrencia:

xo=a >0, Tpt1=V222+1, Vn>0

a) Estudia monotonia.

b) Muestra que la hipdtesis de convergencia de (x,) conduce a una contradiccién. Deduce su

comportamiento.
Tn+1
Tn
d) Para a = 0 halla una férmula explicita para x,,.

c¢) Calcula lim

4. Dado un niimero A > 0 consideremos la sucesién (z,)nen dada por:

1 A
$n+1:§<$n+—>, Vn > 0, 130>\/X

In

(a) Prueba que (x,) es decreciente y que estd acotada inferiormente por v/A. Deduce que
converge y prueba que su limite es V/)\.

(b) Sea €, = x, — V. Muestra que:

2 271
€n €1
= 2 — >
€n+1 51, Y Ent+1 < VA <2\/X> , Vn >0

(¢) Usando lo anterior y admitiendo que 22*\/‘/; < %07 calcula v/3 con un error menor que 1077.

Opcionales

5. La sucesion de Fibonacci y la “razén aurea”.
Sea (an>n€N la sucesién de Fibonacci definida por: ag =1, a1 = 1, apt2 = anpt1 + an, ¥n > 0.
En este ejercicio se te pide estudiar la sucesién de cocientes de “cada término sobre el anterior”,

. s a
concretamente, la sucesion (c,), .y dada por: ¢, = ==
mn

(a) Muestra que ¢p11 =1+ é,Vn > 0.
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(b) Sea (zn), N / Tn = c2n. Muestra que (z,) es mondtona creciente, que estd acotada supe-
riormente y calcula su limite.

(c) Sea (Yn),eN / Yn = C2n+1. Muestra que (yn) es mondtona decreciente, que estd acotada
inferiormente y calcula su limite.

(d) Deduce que lim(c,) = (1 4+ /5)/2.

6. Consideremos la sucesion (A,) definida por:

(a) Demuestra que es mondtona creciente.
(b) Demuestra que para cada n > 1 se cumple que Ay, — A, >

(c) Demuestra que lim(A,) = +oc.

D=

7. Se dice que ((an), (bn)) es un Par de Sucesiones Mondtonas Convergentes si se cumple que:
i) ap <bp, Vn>1. i) (a,) es creciente y (b,) es decreciente. iii) lim (b, — a,) = 0.
(a) Prueba que si ((ap), (b)) es un P.S.M.C. entonces existe un tnico nimero real L con
an <L <b,, Yn>1, tal que (ap,) — L~ y (by) — LT,
(b) En cada uno de los siguientes casos, investiga si ((ay,), (by)) es un P.S.M.C.

ap =2 — =3 _ 2n—1 _ n—1
" On = n+2 On = n+1

b, — 6n+8 b, — n+1

bn =24 n_12 n 3n—1 n n—1

8. Dados dos ntimeros positivos a y b con a < b consideremos las sucesiones (a,) y (by) definidas

por:
ap=a bo=10

Ani1 = Vay by, ¥Yn >0 bpt1 = "’"‘QH’”, Vn >0
Prueba que ((an), (bs)) es un Par de Sucesiones Mondtonas Convergentes.
9. Consideremos las sucesiones dadas por:
(an)nen / an = sen(na) (bn)nen / bn = cos(na) (o # k)

(a) Expresa an4+1 y bpt1 en funcién de a,, y b, usando las conocidas férmulas de seno y coseno
de una suma. Demuestra que existe lim(a,) si y sélo si existe lim(by,).

(b) Demuestra que ni (ay) ni (b,) tienen limite.
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1.6. Practico 5

1. Halla « y el limite para que éste sea finito y distinto de O:

3 a% —5a, +6
lim —————
an—3 a2z + 2a, + «

2. Halla a y b para que

im w = 0.
an—4 an - 4an
3. Calcula los siguientes limites, en donde x,, — 0, (z, # 0):
“n — 1)L(1 + 3 “n—1)(5 33 1— /323 + 1
x2 + L(1+ 222 L(1+22)
4. Calcula los siguientes limites:
Tn — @ Lx, —L 1 1
lim & ¢ lim 22n " 20 lim — L ( i x”)
Tn—a Ty — @ Tpn—a Ty —Q Zn—0 Ty 1—xz,
A ., L3—L(2+x,) , etn — ¢t
lim —— lim lim ———
n—9 Ty —9 Tp—1 Ty — 1 Tn—2 113721 — Tz, + 10
. nt3
n—1 —
1ian<ZJ_r1> limn (L(n+ 1) — Ln) h’mm
L (n®+mn3 1 1 1
lim — (n(4 o +)1) tim ((n* +4)7 = (n® +2n)") lim ( (167" + 8n° — 10) 7 — 2n)
5. Calcula:
- 2§¢3
3n+5)\1 3z; — 1\ #i-1
T —1
L p\" )
1 (a > lim (L(zy,))TE0T
2 In—€
6. Siz, — 0 calcula:
lim sen(2xy,) | tg(3zy,) lm L(1+3z2)
4y, sen(5xy,) (e — 1) (1 — cos xy,)
1 — cos(1 — cos xy,) . €PTh — glcos(an) . (24 sen(z,)\™"
lim lim 1 -
3zt z2 1 + cos(xy,)
V1+sen(zy) — /1 — sen(xy,) 1+ cos(2xy,) w7 L(1+seni)
lim - ~ lim (%) " lim ——2~
T,

,/1+tg%
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7. Halla a de modo que lim (n +1—+vn2+ om) =4.

8. Halla a y b para que lim+/n (\/ an3 +bn2+1—+vn3— n) sea finito. Calcula dicho limite.

9. Calcula:
. 3nt+44 . L(1+4+n)? e+ n? —n3? . nlLn
lim lim s im 3 lim
e —1 ns — 8 Ln + 3n™ + 537 n+ Ln
el/xn
lim lim =z, Lz, lim zy» lim 27"
zn—0" Tp Tp—0T Tp—0T Tp—0T
1 , xp—1 , 1
lim (z, —1)ewn-1 lim (22 —4) e2-n lim nn»
Tp—17F Tp—2~ n—-+00

10. Demuestra que las siguientes sucesiones no tienen limite (te sugerimos que encuentres al menos
dos subsucesiones con limites diferentes):

1+ (=1)"
G = + (2 ) ay = (_1)nn ay = 3cos(n7r)
-1 2) n
an = Z+ 7 cos < 7;77) an =n* (1+ (=1)") an =nY
- 14 (=1)" n nm
= S =14y eos ()
Opcionales
11. a) Encuentra un ejemplo de una sucesién que aglomere en los puntos ag, ag, as, . . . . . \Qlp.

b) Idem que aglomere en todos los puntos de la sucesién (ay,)n>1-

c) (Existe alguna sucesién cuyos puntos de aglomeracién sean exactamente los puntos del
conjunto { 1/n / n e N* }?

1.7. Pradctico 6

1. En cada uno de los siguientes casos, grafica la funcién f:

f)=lz=2  flx)=[22+1]  f(z)=[=3z+6]  f(z)=T7—|z=3]  f(z)=|z—1]-4

fl@)=|—a>+22|  f(x)=|2* -1 Fl)=2—1|22—1]  f(z) =4—|2% — 4|
flx)=¢€"—=2 f(z) = T2 f(z) = s f(z) = o—(@=1)
f(x) = L(x) + 4 f(z) = L(z —3) f(z) = L|z + 3| f(z) = |L(z) — 1

2. Grafica las siguientes funciones en x > 0:
fl@)=va  gl@)=a""  h@)=2"7 i) =2

Aprovechando lo anterior estudia el signo de F(z) = vz — %2 y de G(z) = z* — /3
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3. En cada uno de los siguientes casos halla el dominio y una férmula para gof y para fog

() fl@)=a*  g(x)=cosa

(b) flx)=1 gl@)=2+z+1

(¢) f(x) = L(x) g(x) =2®> — 5z +6
(a) fz) =Lz  g(z)=—Vz

4. (a) (Existe alguna funcién f : R — R que sea par e impar a la vez?
(b) Si f esimpar y 0 € D(f) prueba que f(0) = 0.
(c) Discute la paridad de g.f y de gof segun la paridad de g y de f.

5. En cada uno de los siguientes casos investiga si la funcién f es par o impar.

-2
f(z) =22 — 4z f(x) = 2* + cos(z) f(x) = |23 — sen(z)| f(z) = :1:_2
x
6. Prueba que lim, .,y cos (%) no existe.
7. Demuestra los siguientes limites a partir de la definicién:
{ — = { 2 — = — =
zlin:g(zx 4) =2 $@2($ 5) 1 A +o0
c 1 ,oox—1 ,
lim — =-o0 lim =1 lim (\/:U2+1—1:):0
r—0— T z—too x + 1 r— 400
Complementarios
8. En cada uno de los siguientes casos investiga si la funciéon f es par o impar.
z—1
fo) =t a? f@) =l -2l f@)=toe)  fw)=L]T ]
9. Calcula los siguientes limites:
y 64ac—|—8 1 y et — 0 i e\/i _ 63 y 6x2 . 64
Mo —x2+4 i r—a P r—3 IE}2$2—7$+10
Lx— L L3 —L(2
T U N R AR 0] lim o (L(z+1) — Lz)
T—a T —a z—1 rxr—1 z—+00
lim z (L(2® +azx+1) — L(z* —az + 1))
r—>+00
x+3
, el —e , 3 3 _ 3 3 ) , ( 4 4 3 . )
R ey xﬂ?f&oo<\/m Ta— Y+ lim Y1624 1 823 — 10 — 2
. sen2x 3 tg3zx i L (1 + 3x2) . 1+ senz —+/1—senx
lim lim im lim
—0 dx z—0 sendbx z—0 (e — 1) (1 — cosz) z—0 x
. 3t 4+ 4Lz . L(1+2)? , er 4+ 2 — 32 x Lx
lim —— —_— im
t—+oo €% —1 z—+oo 13 —8 z—+oo Lx + 32 4+ 53¢ s—+oo x + L
, _ . el/e , 1 o 1
lim ze™® lim lim (z — 1)e=—T lim (2 —4)e>

T—+00 x—0f T z—1%t x—2t
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10. Calcula los siguientes limites:

1 b 1 -
lfm ( Iy > lfm ( Ty " ) (a+b#0)
z—at \ T —a T—a r—a* zT—a x+b
lim ( ze®® — g ) lim ( zeTF — pet ) a#0
T—>+00 T—s 400

Opcionales

11. Investiga si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas justificando la respuesta:

a) Siexiste lim,_ o f(x) y ndl) — 3n—4 apionces limy,_ o f(z) = 2
n+3 2n+5 2

(b) Si f (27;:13) —3 vy f (gzlé) — 3 entonces lim,_,9 f(z) =3
(c) Se sabe que existe lim,_ .o f(z) = a y que f(0) = # «a. Si x, =
flzn) — a.

(d) Se sabe que f <(1+2(n_3#) = (—1)" entonces no existe lim, o f(x)

(I+(=D")n

| entonces

1.8. Practico 7

1. En cada uno de los siguientes casos, grafica la funcién f y estudia su continuidad.

—r+1, siz<O0. 2, six<-—1.
f(z) = 1, si0<z<2. g(x) = r+3, si —1l<zx<4.
—2x+5, six > 2. —2x+12, siz > 4.
z+2, siz< -3 9 .
— 2z six > 0.
=< 22 -4, si —3<zr<1. 7 =
h(x) T ; sl =3<a< r(z) { lt+1—2 siz<O.

r—4, siz>1.

2. Estudia la continuidad de cada una de las siguientes funciones discutiendo segtin A

e, siz <0. { 1 six <2.

f(x):{:vqt)\, siz > 0. flz) =

sen(z) si o ?é 0 1 sz 75 1.
- z : _ ) o
f(@) { A, sixz=0. /(@) A, six=1.

=37

22—z 4N\ sixz>2.

4. Sea f una funcién definida en cierto Ey tal que |f(z)| < |sen z|, Vx € Ey. Demuestra que f es
continua en 0.
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10.

11.

En lo que sigue se supone que todas las funciones que se mencionan estédn definidas (por lo
menos) en algin entorno del punto a.
(a) Si f es continua en a y g es discontinua en a, ;qué puede decirse sobre la continuidad de
f+gena?
(b) (Y si ambas funciones son discontinuas en a?
(c) Responde las mismas preguntas para el caso de la funcién producto, es decir: f.g

Sea f : I — I una funcién continua en I y (), N la sucesiéon definida por recurrencia
mediante: xg € I, xp+1 = f(x,), ¥V n > 0. Demuestra que si existe lim(z,) = L € R entonces
L debe ser un punto fijo de f, es decir, f(L) = L.

Un teorema sobre puntos fijos.

Sea f una funcién continua en [0, 1] tal que f(z) € [0,1], Vz € [0,1]. En estas condiciones te
pedimos que demuestres que f tiene algin punto fijo en el intervalo [0, 1], es decir: existe al
menos un punto ¢ € [0, 1] tal que f(¢) = c. Para ello te sugerimos que intentes aplicar el teorema
de Bolzano a la funcién @ : [0,1] — R dada por ®(z) = = — f(x).

Sea f una funcién continua en a.

(a) Demuestra que si f(a) # 0 entonces existe algin E, en el cual la funcién tiene el mismo
signo de f(a). (Teorema de Conservacién del Signo para funciones continuas).

(b) Supongamos que:
VE, 3z,yeE, |/ fl2)<0y f(y)>0

. Qué se puede decir de f(a)?

Complementarios

Estudia el dominio y la continuidad de f y grafica su comportamiento en algiin entorno de los
puntos de discontinuidad:

2 -3 3 z+1

W) @) =5 b 1) = o) f(z)=

d) f(fz):\/m e) f(x):M

x
Estudia la continuidad de cada una de las siguientes funciones discutiendo segin A:

—224+6x six>0.
f(x){|x+3|+)\ stz <0. fle) =

N[ D=

(2m—1)e#—11 + A siz>

{x(l—x) sixz <

Opcionales

(a) Una propiedad importante del valor absoluto afirma que: |z +y| <|z|+ |y|, Vz,y € R.
Admitiendo esta propiedad se te pide que demuestres que: |z —y| > ||z| — |y||, Vz,y € R.

(b) Demuestra que si f es una funcién continua en un punto xg entonces |f| también lo es. (Te
sugerimos que apliques la definicién de continuidad y la desigualdad anterior). ;Es vélido
el reciproco de este resultado? (Si es vélido debes demostrarlo y si consideras que es falso
debes encontrar un contraejemplo).
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12.

13.

14.

15.

Sean f: R — Ry ¢g: R — R funciones reales de variable real. Se define h : R — R asi:
o) { f@), i f (@)= g().
g(x), si f(z) <g(z).
en otras palabras, h(z) coincide con: h(z) = mazx {f(z),g(z)} .
(a) Demuestra que si f y g son continuas en zp, entonces h también lo es. (Se te sugiere
comprobar y usar que max(u,v) = W, Yu,v € R).
(b) (Es valido el reciproco del resultado anterior?

Estudia la continuidad de la funciéon f: R — R dada por:
six = g, D(p,q) = 1.

1
f(x):{ 0. sizeR-0Q.

(a) Sean f: R — Ry g : R — R funciones continuas. Demuestra que si f(r) = g(r), Vr € Q
entonces f(z) = g(z), Yz € R.

(b) Sea f:R — R continua tal que f(z +y) = f(z) + f(y), Vz,y € R. Demuestra que:
(i) f(n)=f(1).n VneN.

0)=0y f(=1)=-f(1).

fim)=f(1)m VYme Z.

iv) f(r)=f(1).r YreQ.

v) f(z) = f(1).x Yz € R.

(a) Sea g:R" — R continua tal que g(z.y) = g(z) + g(y), Vr,y € RT.
Determina la funcién g.

(b) Sea h: R — R* continua tal que h(x +y) = h(zx).h(y), Vz,y € R.
Determina la funcién h.

=

o

w

4.

1.9. Practico 8

Si f(x) = 23 — 222 + 4, encuentra la ecuacién de la tangente y la normal a la G(f) en el punto
de abscisa 2.

Sea f(x) = $a°+2x%+ 32+ 1. Encuentra los puntos del G(f) en donde la tangente es horizontal.

Sea f(x) = L|2x + 1|. Encuentra los puntos en los que la tangente al G(f) es paralela a la recta
22 — 3y + 20 = 0.

Encuentra los valores de a y b para que las funciones f(x) = e® y g(z) = —22 + az + b tengan
tangente comun en el punto de abscisa 0.

Muestra que f(z) = A cos(wz) + B sen(wzx) verifica la relacién f”(x) + w?f(x) = 0,Vz € R,
independientemente del valor de las constantes A, by w.

Una pelota se deja caer desde el techo de un edificio de 80 metros. La altura de la pelota se
describe en funcién del tiempo (segundos) mediante la funcién h(t) = —5t2 + 80 (metros). ;Cudl
es su velocidad al llegar al piso?
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7. La distancia recorrida por un auto (en cierto viaje continuo) viene dada por d(t) = —t3/3 + 2t2
en donde d se mide en cientos de km y ¢t en horas con 0 < ¢t < 4. Encuentra la velocidad y
aceleracién instantaneas y graficalas. ; Como se movié el auto?.

8. Encuentra la funcién derivada de cada una de las siguientes funciones:

1 ) :
G et =T 13 -8 w(l-a2) (4 -2)"  (sen30) (%xfl)?’
2 _ 1 T _ 1 ?

T € 72 +1 T \/m xis
w2z —1) " +1 (z? —1)2
1 _|1— cos(x) tg(2x)
2 5 2 2x
L(z)+3 —4 L S Sl prpmpron
2’ L(z) + 3z (z r)e |z + m’ 2 ’ 1+ cos(x) tg(z)

9. Consideremos el péndulo “clasico” de la figura. Una correcta aplicacion de la “ley de Newton”

da lugar a la ecuacion:

(B) b(t) = — £ sen(6(t))

(a) En cada instante ¢, la energia total (cinética mas potencial) de este sistema estd dada por

) = gmi [00)]" + mg[1- cos(o(t) ]

Verifica que la energia total se conserva.

(b) La solucién 6(t) = 0 se denomina “posicién de equilibrio”. Para “pequenas oscilaciones”
alrededor de la posicién de equilibrio, es decir, para 8 “pequenio”, es posible aproximar
sen(f) por . . ... (justifica la respuesta). Encuentra una ecuacién aproximada para (FE).

(c) En el instante inicial se suelta la masita con velocidad nula desde un angulo 6(0) = 7/30.

Muestra que la funcién 0(t) = 35cos(wt) (en donde w = |/9) es solucién aproximada de ese

problema.

10. Estudia continuidad y derivabilidad de las siguientes funciones:

2 T

f(x):{x’ six <0. f(x):{e’ six <O0.

axr+b, sixz>0. — 22+ x+1, siz>0.

—224+6x six>0.

f($)={|$+3|+)\ six <0. fle) =

22 cos (%), six # 0.
0, six=0.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

Crecimiento exponencial de una poblacién (modelo “Malthusiano”.)
Segun el modelo de Malthus de crecimiento de la poblacién de la Tierra, el nimero de habitantes
del planeta en un instante ¢ (medido en anos) es

p(t) = 3,06 107 02

El instante inicial (¢ = 0) corresponde al ano 1961. Segin este modelo, calcula el tamano de la
poblacién en 1700, 1800, 1900, 1970, 1980, 1990, 2000 y 2004. Busca datos reales y compara con
estos resultados. Este modelo, ;se ajusta a la realidad?

Cierta poblacién de bacterias tiene un crecimiento exponencial duplicindose su tamano cada
cuatro horas. Si la poblacién inicial es de 100 bacterias, determina el tamano de la poblacién en
cualquier instante ¢ (medido en horas). ;Cuédndo llegara la poblacién a un tamaiio de 60007

Desintegracion radiactiva. Existen muchos modelos fisicos que satisfacen una ley de creci-
miento o de decrecimiento. Un ejemplo de éstos es la desintegracion de elementos radiactivos. A
partir de experiencias, los cientificos han tomado la siguiente funcién para expresar la cantidad
(masa) de un elemento radiactivo en un instante de tiempo t:

y(t) = AeM A, k constantes, k<0

Verifica que, segin este modelo, la velocidad de desintegracion es, en cada instante, directamente
proporcional a la masa existente en dicho instante.

El periodo de vida media de un elemento radiactivo es el tiempo requerido para que una
cantidad inicial se desintegre a la mitad. Por ejemplo, se ha calculado que el periodo de vida
media para el 14C (carbono catorce) es de 5730 afios. Es decir, si se tienen 2 gramos de 4C en la
actualidad, dentro de 5730 anos quedard aproximadamente 1 gramo. Este periodo de vida media
y el hecho de que los seres humanos continuamente toman C, permite que las observaciones
con 4C sean ttiles para determinar la antigiiedad de los objetos.
(a) Sabiendo que la vida media del 14C es 5730 aiios, deduce que la constante de decrecimiento
k vale k = —(L2)/5730 = —1,20968,10~*
(b) Supongamos que en el instante inicial ¢ = 0 hay 50 gramos de '*C. Determina la constante
Ay calcula la cantidad que quedaria después de transcurridos 100 anos.

(c) Encuentra la vida media en el modelo general de decrecimiento exponencial y(t) = A e*.

Complementarios

Si g es derivable en todo Ry f(x) = 23 calcula (gof)'(x).

Calcula la funcién derivada de las siguientes funciones:

1) f(z) = (a2 + 1) e 2) f(a) = Tt 3) f(z) = L |2}
4) fe)=5-3zr+1L 3;;11‘ 5) f(z) =L (x VT x2) 6) f(z) = (a2 + 2x) €512

7) fz) =2(x—1)+VaZ—6z +5 8) f(x) = Zo+L|L—a?  9) fla) =21 e/

Respuestas:

. 4x(2713)

1) f’(x) =-2 (1‘2 —x+ 1) e 2 2) fl(l‘) = @2 3) fl(l') = 122_1
02262 22 42x4+2) 2

DI@ =G DW= 0 =2 ek
r— 2 —6x (T x

7) f(@) = =2l Gats 8) f'(2) = — iy 9 fl@) =25 e
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17. Estudia continuidad y derivabilidad de las funciones del ejercicio 1 del Préctico 7.

18. Un cultivo de bacterias Streptococcus A recién inoculadas (un grupo comin de microorganis-
mos que causa infeccién séptica en la garganta) contiene 100 células. Al chequear el cultivo 60
minutos después se observa que hay 450 células. Suponiendo que dicha poblacién tiene un cre-
cimiento exponencial, determinar el nimero de células presentes en cualquier tiempo ¢ (medido
en minutos). ;Cudl es el tiempo requerido para que el nimero de células se duplique?

19. Un cultivo de bacterias crece exponencialmente con una tasa de crecimiento k = 0,44 hora™!.

Encuentra el tiempo necesario para que el tamano de la poblacién se duplique.

20. La vida media de la morfina en el torrente sanguineo es de tres horas. Si se supone que decrece
exponencialmente y que inicialmente hay 0,4 mg de morfina, determina la cantidad presente en
cualquier instante ¢ (medido en horas). ;Cuando la cantidad de morfina estard por debajo de
0,01 mg?

21. Cierta poblacién de bacterias tiene un crecimiento exponencial triplicindose su tamafio cada
cinco horas. Si la poblacién inicial es 200, determina el tamano de la poblaciéon en cualquier
instante ¢ (medido en horas). ;Cudndo llegard la poblacién a un tamano de 200007

22. Una poblaciéon de E — coli se duplica cada 20 minutos. Un tratamiento para dicha infeccién
elimina el 90 % de la E — coli. El tamaiio inicial es de 10, crece exponencialmente durante T
minutos y al aplicar el tratamiento la poblacién retorna a su tamaiio inicial 10%. Halla el tiempo
T.

23. El elemento radiactivo yodo — 131 se desintegra exponencialmente con una constante de desin-
tegraciéon k = —1, 3863 dia~!. Encuentra su vida media.

24. La vida media del uranio — 235 es aproximadamente 0,7 10° afios. Si se entierran 50 gr en un
basurero de desechos nucleares, jcuantos gramos quedaran después de 100 anos?

Opcionales

25. Investiga si la siguiente afirmacion es verdadera o falsa: Si una funcion es derivable en un punto
a entonces es necesariamente continua en algin entorno de a. (Debes demostrarla o encontrar
un contraejemplo).

1.10. Prdactico 9

1. (a) Sea f una funcién continua en [a,b] y derivable en (a,b). Supongamos ademds que existe
M > 0 tal que |f'(x)| < M, Vz € (a,b).
Demuestra que |f(z2) — f(z1)| < M |xg — x1|, V1,22 € [a,b].
(b) Demuestra que |sen(z) — sen(y)| < |z — y|, Vx,y € R.

2. Encuentra todas las primitivas de las siguientes funciones:
1 1 6
e® — a3 + 4a — —cos(z) + Vx 223 — 1 = - —=
x
1 a 322 f(x)
z+b ax +0b z3+8 f(x) + 2005
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Una bolita de masa m se dispara hacia arriba desde una altura inicial de 10 metros con una
velocidad inicial de 40 m/s. Se supone que la tnica fuerza que actia sobre ella es —mg y que,
por lo tanto, su movimiento transcurre en una recta vertical.

(a) Encuentra la ecuacién del movimiento de la bolita.
(b) (En qué instante y a qué altura se frena?
(¢) ;(Cudnto demora en llegar al suelo (altura 0)?

Cierta poblacién tiene un valor inicial de y(0) = 350 individuos. Suponiendo que su evolucién
sigue el modelo de “crecimiento logistico” con una tasa de crecimiento £ = 0,007 y con un
tamafio maximo admisible de M = 1000 individuos, encuentra el tamano de la poblaciéon para
todo instante ¢ > 0. ;Qué le sucede a la poblaciéon cuando ¢t — +o00?

Consideremos la ecuacién diferencial: (E) f'(z) = [f(z)]%
(a) Verifica que las funciones de la forma f(x) = x_—Jrlc son soluciones de (E) para cualquier valor
de la constante c.
—1

(b) Demuestra que toda solucién no nula de (£) es de la forma f(z) = -7 con ¢ constante.

(c) Encuentra la solucién de (E) que cumple f(0) = A.

Caida en un medio con resistencia proporcional a la velocidad. Una particula de masa
m se deja caer con velocidad inicial nula desde una altura h. Las fuerzas que actian sobre la
particula son su peso y la resistencia del medio que supondremos proporcional a la velocidad de
la particula. (Este modelo resulta acorde para estudiar la caida de un paracaidista.) Si v(t) es
su velocidad (escalar) en cada instante entonces, una correcta aplicacion de la “Ley de Newton”
da lugar a:

mo(t) = mg —bu(t)

en donde b > 0 es constante y esta relacionada con el grado de resistencia del medio.
(a) Verifica que la tnica solucién de este problema viene dada por:

v(t) = % (1—e*%t)

(b) Calcula la velocidad limite de caida, esto es, el limite de v(t) cuando t — +o0.

(c) Se ha verificado experimentalmente que ciertos paracaidas ofrecen una resistencia direc-

tamente proporcional a la velocidad con una constante de valor b = @ (%’g). Si una

persona de 100 kilos (cualquier semejanza con tu profesor es pura coincidencia) se lanza
con ese paracaidas desde una altura suficientemente grande, ja qué velocidad llega al piso?
(velocidad limite). (Utiliza g = 9,8 m/s?).

(d) Resulta razonable tomar en consideracién el tiempo requerido para alcanzar la velocidad
limite. Calcula la velocidad que adquirié la persona luego de tres segundos de tirarse. ;Y
luego de dos segundos? ;Y luego de un segundo?

Modelo de “enfriamiento” de Newton.

Puede observarse que si se introduce un objeto caliente en ambientes frios (o, de manera equi-
valente, un objeto frio en ambientes calientes), la razén a la que el objeto se enfria (calienta)
no es proporcional a su temperatura, sino a la diferencia de temperaturas entre el objeto y el
ambiente. Si T'(t) es la temperatura del objeto en el instante ¢t y T, es la temperatura ambiente
(que se supondré constante), la ley de enfriamiento mencionada da lugar al siguiente modelo:

T'@t) = k(T(t) - Ta) (%)
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10.

11.

siendo k (constante) la razén de enfriamiento (calentamiento). En el caso de enfriamiento se
supone T'(t) > T,, ¥t >0 y k <O0.
(a) Demuestra las soluciones de la ecuacién diferencial (%) son todas de la forma T'(t) = Ae**+T,
en donde A puede ser una constante positiva cualquiera.
(b) {Qué interpretacién fisica tiene la constante A? (Expresa A en funcién de T, y de la
temperatura inicial del objeto: 7'(0)).

(c) Calcula la temperatura limite del objeto cuando ¢ — +o00. (Es razonable el resultado?

Enfriamiento de una taza de café. Una taza de café instantdneo recién servida tiene una
temperatura de 82°. Después de dos minutos permaneciendo en una habitacién a 21°, el café se
enfria hasta 74°. Suponiendo que la temperatura T'(¢) de la taza sigue la “ley de enfriamiento
de Newton” (en donde t se mide en segundos), determina la funcién 7'(¢). ;En qué tiempo llega
el café a una temperatura tolerable de 49°? (Respuesta: ¢t ~ 11 minutos).

Opcionales

Caida en un medio con resistencia proporcional al cuadrado de la velocidad. Una
particula de masa m se deja caer con velocidad inicial nula desde una altura h. Las fuerzas que
actian sobre la particula son su peso y la resistencia del medio que supondremos proporcional
al cuadrado de la velocidad de la particula. (El medio es méas viscoso que en el ejercicio 5) Si
v(t) es su velocidad (escalar) en cada instante entonces, una correcta aplicacién de la “Ley de
Newton” da lugar a:
mo(t) = mg —blvt)?
en donde b > 0 es constante y esta relacionada con el grado de resistencia del medio.
(a) Verifica que la tnica solucién de este problema viene dada por:

gb
1) = /2 1= e
v — -_
b 1+ 672\/%%
(b) Calcula la velocidad limite de caida, esto es, el limite de v(t) cuando t — +o0.

Consideremos la funcién f : R — R dada por:

4 2 (L 1z .
f(x)—{ ot sen? (1), siz#0

10, siz =0.

(a) Demuestra que f presenta un minimo relativo en 0.

(b) Prueba que f'(0) = f”(0) = 0.

(¢) (Es f creciente en algin intervalo de la forma [0, 6]? ;(Es f decreciente en algin intervalo a
la izquierda de 07

Propiedad de Darboux para la derivada y consecuencias.
En todo este ejercicio, f es una funcién derivable en todos los puntos de un intervalo abierto I
(no se supondrd que f’ sea continua).

(a) Sean a y b dos puntos de I con a < b. Demuestra que si f'(a) < pu < f’(b) entonces existe
algin punto ¢ € (a, b) tal que f'(¢) = p. (Sugerencia: prueba que la funcién p(z) = f(z)—pz
tiene un minimo en (a,b)). Este resultado estd diciendo que la funcién derivada, aun no
siendo continua, tiene la propiedad de Darboux.

(b) Demuestra que si f’ no tiene ceros entonces f es mondtona.

(c) Sea xg € I. Demuestra que si existe me—ma' f'(x) entonces h’mm_mﬂar f'(x) = f'(z0)-
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(d) f' NO puede tener discontinuidades de primera especie en I. O sea, si xy es un punto de
discontinuidad de f’ entonces no pueden existir al mismo tiempo sus limites laterales en
zo. (Un ejemplo de una funcién derivable con derivada no continua lo hemos dado en el
tedrico. Observa que, en ese caso, la discontinuidad de f’ es de “segunda especie”).

12. Sea f una funcién dos veces derivable con f(0) =0, f(1) =1y f/(0) = f(1) = 0. Demuestra
que existe algin punto ¢ € [0,1] tal que |f”(c)| > 4. (es decir, una particula que recorre una
distancia unidad en un tiempo unidad y que empieza y termina con velocidad 0, tiene en algin
momento una aceleracién mayor que 4).

1.11. Practico 10

1. Consideremos la funcién F' dada por:

2 <
F(x):{ ze+br+1 six <0.

a—|r—3] siz>0.

(a) Estudia continuidad y derivabilidad de F' discutiendo segin a y b.

(b) Sean ahora a =3 y b = 1. Grafica F. Halla, en caso de que existan, los extremos relativos
y los extremos absolutos de F' en [—4,0] y en [—1,7].

2. Encuentra el maximo y el minimo de las siguientes funciones en los intervalos que se indican:
f(x)=2%-322+2 en[-1,4] fl@)=(x+2)?3 B—2z) en[-1,2]

3. Demuestra, de dos maneras diferentes, que z (1 —z) < i, Vr € R.

4. (a) Sea a € R tal que 0 < o < 1. Demuestra que z® < azx+ (1 —a), Vo > 0.
(b) Sea a € R tal que a > 0. jEs cierto que e* > z%, Vax >07

5. Durante varias semanas se ha registrado el flujo de trafico mas alla de cierta salida del centro
de Montevideo. Los datos senalan que entre la 1 : 00 y las 6 : 00 p.m., en un dia normal de la
semana, la velocidad del trafico en la salida es aproximadamente V (t) = 3 — 10,5 t2 + 30t + 20
kilémetros por hora, donde t es el nimero de horas después del mediodia. ;En qué momento
entre la 1: 00 y las 6 : 00 p.m. es mas rapido el trafico y en qué momento es més lento?

6. Entre todos los rectdngulos de perimetro P dado, encuentra el de drea méaxima.

7. M es un punto variable sobre la pardbola y = 2 cuya abscisa cumple —v2 < z3; < V2, y P
es el punto P(0,2). Encuentra las posiciones de M para las cuales la distancia de P a M resulte
maxima. Idem minima.

8. En un rectangulo de cartén de lados 12 y 18 se recorta en cada vértice un cuadrado de lado
x, obteniéndose el desarrollo de una caja sin tapa. ;Cudl es la caja de volumen méximo que se
puede construir?

9. Una fabrica de cerveza desea construir latas de forma cilindrica (cilindro circular recto) que
contengan un volumen V dado del producto. Demuestra que se minimizan los costos debidos al
material usado en la construccién de las latas cuando la altura de las misma coincide coincide
con el didmetro de su base.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Para z > 0 la funcién U(x) = 2% e~ representa la “calidad (fidelidad) de sonido” producida por

un equipo de amplificacién ubicado en el teatro Sala Verdi, en funcién de la variable x que es
la potencia a la que se ajusta dicho equipo. La potencia = se mide en cientos de Watts (reales).
Teniendo en cuenta que Sala Verdi es una sala pequenia, que no se desea destrozar los oidos de
nadie, y que solo cuentas con ese aparato, ja qué potencia amplificarias un concierto de ROCK
en esa sala? Eres totalmente libre en tu eleccién, pero, obviamente, debes explicar (justificar) tu
respuesta.

Un fabricante puede vender cierto producto a 110 ddlares la unidad. Los costos indirectos fijos
son de 7500 ddlares. Los costos de produccién son de 60 ddlares por unidad.

(a) ;Cuéantas unidades debe vender el fabricante para alcanzar el equilibrio?
(ingreso=costo).

(b) Halla la funcién de utilidad y graficala.

(c¢) (Cuél es la utilidad si se venden 100 unidades?

(d) (Cuéntas unidades debe vender para obtener una utilidad de 1250 délares?

La funcién de demanda de determinado articulo es 40 —2p en donde p es el precio por unidad.
Halla la funcién de ingreso y graficala. ; Cudl debe ser el precio para que el ingreso sea maximo?
Halla dicho ingreso maximo.

Una empresa estima que cuando se emplean x cientos de personas, la utilidad sera de:
U(x) = 8 L(z) — z? délares
. Qué nivel de empleo maximiza la utilidad? ;Cudl es la utilidad a ese nivel?

La funciéon de demanda de determinado articulo es
D(z) = 10*(2® =222 —2+2) (0 < < 1), en donde z es el precio por unidad (medido en cientos
de pesos uruguayos).

(a) Prueba que D(z) es decreciente y no negativa en [0, 1].

(b) ;Cuél debe ser el precio para que el ingreso sea maximo? Halla dicho ingreso maximo.

Consideremos la funciéon f dada por:
ft) = 10° [(¢—1)% e + 1]

(a) Encuentra (en caso que existan) los extremos absolutos de f en [0, +00).

(b) Para t > 0, cierta poblacién evoluciona segin el modelo dado por f(t). En otras palabras,
f(t) es el nimero de individuos presentes en cada instante ¢. (¢ se mide en horas). Describe
el comportamiento de esta poblacién. (En particular, encuentra los instantes en donde la
poblacién crece y decrece con mayor rapidez).

Complementarios

En un circuito en serie el voltaje de la fuente es V' volts y la resistencia de R ohms. El “resistor”
puede tener un valor z (también en ohms) variable. Se sabe que la potencia disipada en el resistor
2117

es P(x) = mYJr—x)Q. Encuentra el valor de x para el cual la dicha potencia sea maxima.

Consideremos la funcién F' dada por:

2 .
—x*—4x six <0.
F(x)_{\x—2|—2 siz>0.
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(i) Estudia continuidad y derivabilidad de F.
(ii) Grafica F.
(iii) Halla, en caso de que existan, los extremos relativos y los extremos absolutos de F' en
[—3,4].
18. Se quiere hallar el méximo y el minimo absolutos de cierta funcién f en el intervalo [1,20]. La
informacién que se tiene es la siguiente:
» Los tinicos puntos en que se anula f'(z) son x =4, x =10y = = 17.
« f7(4) >0, f"(10) <0 y f"(17) > 0.
. (1) =5, F(10) =15,y f(1T) =8,
i Alcanza con esta informacién para resolver el problema? Justifica la respuesta.

19. Supongamos que cuando se producen ¢ unidades de cierto articulo, el costo total de fabricacién
es C(q) = 3¢*> + 5q + 75 ddlares. (En qué nivel de produccién serd minimo el costo medio por
unidad? (El costo medio por unidad es el cociente entre el costo total y el nimero de unidades
producidas).

20. La funcién de demanda de determinado articulo es 300 —3p en donde p es el precio por unidad.
Halla la funcién de ingreso y graficala. ; Cudl debe ser el precio para que el ingreso sea maximo?
Halla dicho ingreso maximo.

21. Una empresa estima que cuando se producen x cientos de articulos, el costo serd de:

Ulx) = 18 + 2? —18 L(x) miles de ddlares
i Qué nivel de produccién minimiza el costo? ;Cudl es el costo a ese nivel?
Si se trabaja con una producciéon comprendida entre 100 y 500 articulos, jcudl es el costo
maximo?

22. La funcién de demanda de determinado articulo es D(z) = 106 22 e=* (z > 2), en donde = es
el precio por unidad (medido en cientos de pesos uruguayos).

(a) Demuestra que el ntimero de ventas decrece al aumentar el precio que se le asigna al articulo
en cuestion.
(b) Demuestra que el nimero de ventas tiende a 0 si el precio tiende a +oco.
(¢) ¢{Cual debe ser el precio para que el ingreso sea méximo? Halla dicho ingreso maximo.
23. Se desea construir un tanque con una base cuadrada horizontal y lados rectangulares verticales.

El tanque no tendrd tapa y deberd tener una capacidad de 4m® de agua. El material con que
se construird tiene un costo de U$ 10 el m?. ;Qué dimensiones del tanque minimizan los costos
debido al material?
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‘ 1.12. Practico 11 I

1. E.A.y R.G. de las siguientes funciones:

flz)=2% —22° + 2 f(z) = %m4 — 222 flz) = 2;__31
—z+4 T 22 —4 22 +1
@) =5y f@=mt M@=t =T

o=t w= =L = VEEo
f@ =T I@=etéF e —erDzel f@ 1|7

f(@) = |a] (z - 2) fz) =

f@)= ¥ (x—1)2 (z+1) flx) = \/xfl f(fﬂ)zm

2 22 -9

f@)=e% T (sin f')  fl@)=em2 [+ 20| f@) =20 1)+ Va2 —6a+5

2. Sea f una funcién tal que D(f) =R — {3}, lim, 3+ f(x) = £o0,

My, oo f(2) = —4, My yo0 f(z) = 00, My oo L8 = 400

f(0) =2, f(6) =4, f(—3) = 0. Realiza un bosquejo de la grafica de f sabiendo que la grafica
de su derivada es la que se indica en la figura.

f/

N
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f/
3. Sea f una funcién tal que D(f) =R — {0}, lim, o+ f(z) = Foo,
oo f(z) = 0, Hm, oo f(x) = 400, lm, oo L& =0
f(=2)=2, f(3) =4, f(5) =2, f(—4) = 6. Realiza un bosquejo de la grafica de f sabiendo que
la grafica de su derivada es la que se indica en la figura.
4. E. A.yR. G. dela funcién f dada por:
2 x—2
= L
f@ =33t x—i—l‘
5. E. A.y R.G. dela funciéon f dada por:
T —2 4
=L — 2
f(@) z+2 ‘ z+2 +
6. Sea ) \
: =1L — —
Fef@=rforg|+
Halla A sabiendo que en el punto de abscisa —1 la tangente a la grafica es horizontal. E.A. y
R.G. de f para el valor de A hallado.
7. Sea | 1
. — T — 1/z
f:f(@) Y
Halla A sabiendo que y = 1 es asintota de f para x — 400. E.A. y R.G. de f para el valor de
A hallado.
8. (a) (i) Sea f una funcién, zg € D(f), y = f(xo) + f'(z0)(x — x0) la ecuacién de la tangente

a la gréafica de f en el punto de abscisa xg. Demuestra que dicha tangente pasa por el
origen si, y sélo si, se cumple xq f'(z9) = f(x0).
(ii) Halla los puntos de G(f) en donde la tangente pasa por el origen para cada una de las
siguientes funciones: (a) f(z) = L(x), (b) f(x) =¢€*, (c) f(z)= x—il
(b) (i) Estudia el signo de g)(z) = A\x — L(z)
(ii) Estudia y grafica los distintos casos de la familia de funciones:
A x?

f)\(x) = T+$-$L($) AER
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9. (a) Sea h(x) = 2L|x —1| — 2z —2. Halla sus raices con error menor que 0,1 y estudia su signo.
(b) Sea g(x) =2x+9—6L|x—1|. Halla sus raices con error menor que 0,1 y estudia su signo.
(c) E. A. y R. G. de la funcién f dada por:

_x — Llz—1]
AR T o

(d) Discute, segiin A € R, el nimero de raices de la ecuacién f(x) — A = 0.
10.  (a) Consideremos las funciones h y g dadas por:
h(z) = /Y g(z) = (z—1)?

Halla los ceros (con error menor que 0, 1) y estudia el signo de g(z) —h(z) en z > 1.
(b) E.A. y R.G. de la funcién f dada por:

f(z) = /@D 4 |z —1]

1.13. Practico 12

1. Sea f:]0,2] — R tal que f(x) =1+ =z — Lz + 1].
Halla f([0,2]) justificando la respuesta. Prueba que f : [0,2] — f([0,2]) es invertible. Calcula
(f7H'(2-L2).

2. Discute la concavidad de f~! segtin el crecimiento y la concavidad de f. Hazlo geométricamente
y analiticamente.

3. Demuestra la siguiente identidad:
1 /2,  si, x> 0.
Arctg(z) + Arctg (;) = { Cr )2, sio @ <0,

4. Consideremos las funciones:

f:flx)=—-2 Arctg < 1= ar) g:9(z) = Arcsen(2x — 1)

(a) Halla los dominios de f y g.
(b) Verifica que f'(z) = ¢'(z). ;Qué relacién hay entre fy g ?
(c) Grafica fy g.

5. E.A.y R.G. de las siguientes funciones:

f(z) = zArctg(z) — %L(:L‘2 +1) f(z) = T _+ % Arctg

i o ()

— Arctg(z) flz) = _g + Arctg(z) — sgn(xz — 1) Arctg <$—+1>

r—1

f@) =
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f(x) =2 — L|1 4+ z| — Arctg(x) fl@)=(zx+1) sgn(zx —1) + x Arctg <x7_1>

Opcionales

6. (a) Prueba que si g tiene derivada continua en a y ¢’(a) # 0 entonces g es inyectiva en algin
entorno de a.

(b) Consideremos la funcién f dada por:

2 4+ 2% sen (2) siz #0.
— 2 x/) 7
f(”)_{o, siz = 0.

Prueba que f/(0) = 1/2 y que, sin embargo, f no es inyectiva en ningin intervalo que
contenga al 0. Comenta el resultado.

1.14. Practico 13

1. Halla el desarrollo de Mc Laurin de orden n de las siguientes funciones:

1 1 1 L(1 - 2) L(l—i—x)

2 —x a—2x 22— 3z +2 1—=x

1 2
e® — cos(x) sen(x) cos(x) sen’x . + x2
-z

L(1+ senz) (orden 4)

2. Calcula los siguientes limites aplicando L’Ho6spital y aplicando desarrollos:

, e —1—22/2 + senx — 22 ., L(l+z)—x—22)2
lim lim
—0 1 — cosx — x2/2 z—0 tgr — senx

3. Halla el orden y la parte principal de los siguientes infinitésimos para x — 0

tgx — senx e® —senz —1 —22/2 —23/3 L(1+4z) — senx 23 — sen’x
3 1—2x
sent — T cosx 1+ L(1+x)— cosx + x — 2senx — —— cosT —
3 1+

4. En cada uno de los siguientes casos determina los valores de los pardmetros para obtener un
infinitésimo del mayor orden posible para x — 0. Halla la parte principal.

a(e® —1) —bx? -z x + asenx + btgx e* senx — (ax + ba? + ca®)
b 2 1 2 2
L(l—l—ar)—% a(e® —x — 1)+ bsenz +cL(l1+z) —x cosx—%

5. Consideremos la funcién: f(z) =e® —z — 2+ cosx — %3
(a) Encuentra el polinomio de Mac Laurin de orden 4 de f.

(b) Analiza si f presenta un méximo o un minimo relativo en 0.



1.14. Préctico 13 27

(c)

Calcula, discutiendo segiin o € R™ el siguiente limite:

lim @

z—0+ xT¢

6. Estudia el comportamiento local alrededor de 0 de cada una de las funciones del ejercicio 3.
Bosqueja la grafica de cada una de ellas en algtiin entorno de 0.

7. Encuentra la expresién de Lagrange del resto de orden 8 correspondiente a la funcién sen z.
Usando el desarrollo de Mc Laurin de orden 8 calcula un valor aproximado de sen 1 y demuestra
que el error cometido es menor que 3,107% = 0, 000003.

Complementarios

8. Funciones hiperbdlicas. Consideremos las funciones:

(a)
(b)

e:l?

e x —x h.
sh: sh(z) = e e’ +e shx

5 ch : ch(x) = — th : th(z) = g

E.A. y R.G. de ellas. Verifica que sh/ = ch, ch’ = sh, th’' = Ch%
Prueba que ch?(x) —sh?(x) = 1, Vo € R; sh(x+y)=sh(x) ch(y)+sh(y) ch(x); ch(z+y) =
ch(x) ch(y) + sh(z) sh(y).

Halla sus desarrollos de Mac Laurin.

Muestra que las ecuaciones paramétricas de la hipérbola 2—; — Z—j = 1 vienen dadas por:
z(t) = a ch(t); y(t) =0 sh(t).
Prueba que sh : R — R es invertible. Su inversa se llama Argsh. ;Qué propiedades tiene?.

Podemos asegurar entonces que para cada , existe un unico z € R tal que y = sh(x),
es decir:
et —e "
B 2
Si logramos en funciéon de habremos obtenido una férmula para
Argsh. Multiplicando a miembro por e” y operando obtenemos:
2x T —
e — 2ye’+ =0

de lo cual resulta:

Ahora bien, como e* 0 sélo corresponde tomar el signo . Se tiene entonces que

y, por lo tanto
Argsh(y) =

Para calcular su derivada no es necesario en este caso aplicar la férmula de la derivada de
la funcién inversa, ya que alcanza con derivar la expresién anterior. Comprueba que dicha

derivada da: )

N

(Argsh)' (y) =
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1.15. Prdctico 1

1. Realiza un andlisis completo de drbitas para cada uno de los siguientes casos:
(a) f(x) =20 (b) f(x)=35; (c) fx)=—x  (d) flx) = -2z +1
() f@)=2®  (f) f@) =cos(z)  (9) f(a) = sen(z)  (h) f(x) = = —a?
(En la parte (c¢) notards que 0 es el tinico punto fijo y que todas las deméds érbitas son periddicas:
todo punto diferente de 0 es periddico de periodo dos).

2. En cada uno de los siguientes casos encuentra los puntos fijos de f y clasificalos. Visualiza el
resultado mediante el método grafico.

(@) fx)=%+7 () f@)=22"+5 (o) f(z) =22(1-2).

3. Sea f dada por f(z) = (2 — 2)/3. Encuentra los puntos fijos y clasificalos. Realiza un anélisis
completo de érbitas.

4. En los siguientes casos verifica que 0 es punto fijo de f y que f/(0) = 1. Realiza un andlisis
grafico para intentar clasificar dichos puntos.

(a) fl@)=a?+z  (b) fa) =sen(z) () flz)=2—2® (d) flx)=e"—1.

5. Sea p un punto fijo de la funcién f tal que f/'(p) = 1. Demuestra que:
(a) Si f”(p) > 00 f”(p) < 0 entonces p no es atractor ni repulsor.
(b) Si f"(p) =01y f”(p) > 0 entonces p es repulsor.
(¢) Si f"(p) =0y f”(p) <0 entonces p es atractor.
Sugerencia: utiliza el desarrollo de Taylor de f alrededor de p para estudiar el signo de f(x) — x.
(Puedes suponer que f tiene todas las derivadas continuas que necesites para aplicar la férmula
de Taylor).

6. En cada uno de los siguientes casos 0 pertenece a una orbita periddica de la funcién f. Clasifica
dicha érbita.

(@) flr) =1 -2 (b) f(a) = Feos(x)  (c) fla) = —ha® — $a? 4 1.

7. Consideremos la ecuacion 41 = —22 + 4x,,.
(a) Encuentra los puntos fijos y clasificalos.
(b)Encuentra los puntos periédicos de periodo dos y clasificalos.
(¢) Mediante el “método grafico” estudia la érbita cuya condicién inicial es g = 2. Idem con la
que comienza en xg = 4,2

(a) Prueba que el polinomio P(z) = 2% — 22* + 22 — 1 tiene una sola raiz en el intervalo (1,2).
Sea « dicha rafz (no se pide calcularla).

(b) Consideremos la ecuacién z,,1 = f(z,) en donde f(z)= a(z?—1). Demuestra que 0 es
un punto periédico de periodo 3 y clasificalo.

9. (a) E. A.y R. G. de la funcién f dada por:

f@)Z:twm<i;§>

(b) Se considera el sistema dindmico discreto dado por () x,4+1 = f(z,) siendo f la funcién
de la parte anterior.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

(i) Halla los puntos fijos y clasificalos.

(ii) Una persona de peso inicial xgp > 50 se somete a una dieta de modo que su peso (en
decenas de kilos) evoluciona mes a mes segun (x). ;A cudnto tenderd el peso de una
persona que comienza con 85 kilos? ; Puede una persona de 55 kilos rebajar de peso?

Las células se reproducen por divisién. El proceso por el cual su ntcleo se divide se denomina
mitosis. Existe evidencia bioquimica de la existencia de compuestos, llamados chalones, que
son inhibidores de la mitosis. Asumimos, por simplicidad, que las generaciones de células son
distintas y llamemos x,, al nimero de células de generacion n. Asumimos también que la cantidad
de chalone producida es proporcional al niimero de células. La accién bioquimica del chalone
consiste en juntarse a una proteina involucrada en la mitosis tornandola inactiva. Estudios acerca
de la unién de moléculas a proteinas sugieren que una ecuacién apropiada para este proceso sea:

2 x,
1+ (%2)F

(e}

Tp41 =

donde « y p son parametros.

(a) Prueba que los puntos fijos son z = 0y = a. {Son atractores o repulsores? (Eventualmente,
deberés discutir segun p). Como verds, el caso p = 4 es mas complicado. Pospone esa situacién
hasta los ejercicios opcionales.

(b) Aplica el “método grafico” para el caso a« =5y p = 3.

Complementarios

En cada uno de los siguientes casos encuentra los puntos fijos de f y clasificalos. Visualiza el
resultado mediante el método gréfico.

(a) fz) = =32 +8 () fa) = ha(l—2) () fla) =4

En los siguientes casos encuentra los puntos fijos de f. Verifica que, en cada uno de ellos, el valor
absoluto de f’ vale 1. Realiza un anélisis grafico para intentar clasificar dichos puntos.

() fla) =~z +a®  (f) fla)=—z—2® (9) fle)=e"" (h) fla) =

En cada uno de los siguientes casos 0 pertenece a una 6rbita periddica de la funcién f. Clasifica
dicha érbita.
(a) f(z) = —gAretglz+1) (b)) f(z) =]z —2[ -1

Con esta nueva técnica (puntos fijos estables, inestables, método grafico), estudia el comporta-
miento de las sucesiones definidas por recurrencia del Practico 4.

Consideremos la ecuacién en diferencias lineal de primer orden dada por z,+1 = ax, + § en
donde « y (8 son constantes no nulas. Encuentra los puntos fijos y realiza un andlisis completo
de érbitas discutiendo segin «a y .

Opcionales
Sea f una funcién continua y estrictamente decreciente en E, = (p —€,p + €), con f(E,) C
E,, siendo p punto fijo de f. (Observa que fof es continua y estrictamente creciente en E,).

Demuestra que

(1) Si (fof)(x) —x > 0,Vz € E; o (fof)(xr) —x < 0,Vz € Ej entonces p no es atractor ni
repulsor.

(2) Si (fof)(z)—x >0,Vx € (p,p+e)y (fof)(x) —x < 0,Vz € (p—¢€,p) entonces p es repulsor.
(3) Si (fof)(x)—x <0,V € (p,p+e)y (fof)(x) —xz < 0,Vz € (p—¢€,p) entonces p es atractor.
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17. Sea p un punto fijo de la funcién f tal que f'(p) = —1. Demuestra que:
(a) Si 21" (p) + 3 (f"(p))* > 0 entonces p es atractor.
(b) Si 2f"(p) +3(f"(p))> <0 entonces p es repulsor.
Sugerencia: considera la funcién ¢(x) = (fof)(z) — x y verifica que p(p) = ¢'(p) = ¢”(p) = 0.
Utiliza el desarrollo de Taylor de ¢ alrededor de p para estudiar su signo en algiin entorno de p y
aplica los resultados del ejercicio anterior. (Nuevamente, puedes suponer suficiente regularidad

en f).!

18. En los siguientes casos verifica que 0 es punto fijo de f y que f’(0) = —1. Clasifica dicho punto
utilizando el resultado del ejercicio anterior.

(a) f(z) = —sen(z)  (B) f(@) = —a+a®  (0) fle) =~ —a®  (d) f(z) = —a +as®
19. Verifica que —1 es el tinico punto fijo de f(x) = —e**! y clasificalo.

20. Ahora si clasifica el punto fijo « del ejercicio 10 en el caso en que p = 4.

1.16. Practico 15

1. Consideremos la funciéon f dada por:
f(z) = (1 —2%) Aretg(z) + = L(z® +1) + 2z

(a) E. A.y R. G. de f.
(b) Discute, segin A € R, el nimero de raices de la ecuaciéon f(z) — Az = 0.

(c) Halla Ay B para que ¢(z) = f(r) — Ax + Bx? sea un infinitésimo del mayor orden posible
p(z)

T

para x — 0. Para los valores hallados calcula lim,_, o+ discutiendo segin a € R.

(d) Prueba que ¢®)(0) =0, V k =0,1,2,3,4. Investiga si ¢ presenta maximo, minimo o punto
silla en 0.

Arctg(z)—5

1
T

2. (a) Calcula limgy_iox (Arctg(x) — %) Se sugiere aplicar L’'Hopital a
(b) E. A. y R. G. de la funcién f dada por:

1 1
f(z) = 112z L|1 + x| — x Arctg(z) + 5 L1+ %)

(c) Halla el desarrollo de Mc Laurin de orden 4 de f(z). Calcula

lim L&) aeR.
z—0t x¢
3. Consideremos la funciéon f dada por:
3 1 2
flz) = % Arctg(z) + 6 L(z? +1) — %

(a) E. A.y R. G. de la funcién f.

YEl ntimero 21 (p) +3 (f" (p))” est4 estrechamente vinculado con la llamada “derivada Schwarziana” de f en p donde

f'(p) =—1.
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(b) Encuentra el desarrollo de Mac Laurin de orden 8 de f.
Calcula los siguientes limites:

r) — z*
lim fla) /4 lim f(z) exp(1/x)

z—0 6 rz—0+t

(c) (Existe alguna funcién g tal que g(f(x)) =z, ¥V € R? ;Existe alguna funcién h tal que
h(f(z)) =z, Vo € RT? Justifica tu respuesta.

4. (a) Halla los ceros de e* +x con error menor que 0, 1.
(b) E. A. y R. G. de la funcién f dada por:

e’ —x

et +x

flz) =

5. Estudia y grafica las siguientes familias de funciones:

H@)=(x+1D)Ljz|+ (AN=1)z fa(@)=2(1—2)" (neN, n>2.)
falz) =223 — 622 + 6 \x + 4 fz) =Xz — Lz?+1)
@) =Xz +L(1+e") fA(x):x_ai\Til

6. Consideremos la familia de funciones f) dada por

Az
= Llx—1
fle) = —5 + Lz -1

(a) Muestra que si —2 < A < 0 entonces f§ no tiene raices; que si A > 0 entonces f} tiene dos
raices positivas; y que si A < —2 entonces f} tiene dos raices de distinto signo.

(b) Sin hacer el estudio de la concavidad, grafica los distintos comportamientos para fy.

7. Consideremos la familia: fy / fa(z) = (x — \)? e X eER.
(a) Estudio y gréfica de las fy.

(b) Halla el lugar geométrico de los puntos en donde las f) tienen tangente horizontal.
Graficalo.

(c) Encuentra el lugar geométrico de los puntos en donde las f) tienen inflexién. Graficalo.

8. (a) E.A. y R.G. de g dada por:
20z —1
o) = 222D g

x
(b) Discute, segin A € R el nimero de raices de la ecuacién g(z) — A = 0.

(¢c) E.A. y R.G. de la funcién f dada por:

(d) Estudio y gréfica de los distintos casos de la familia de funciones f) dada por:

_)\+L(x2)
o ox—1

()
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9. (a) Estudio y grafica de la familia de funciones definida por:
1
gm ¢ gm(x) = mz + Arctg <E> (m € R).
(b) Estudia ceros y signo de gy, discutiendo segun m.
(c¢) Estudio y grafica de la familia:

fm ¢+ fm(z) =m %2 + x Arctg (%) + %L(l + z?) (m € R).

1.17. Practico 16

1. En cada uno de los siguientes casos se te da una sucesién (a)n>1y se te pide:
(a) Encontrar una expresiéon para A, = a3+ a2+ . ...+ an
(b) Calcular lim(A,,) (en caso que exista).
(c) Clasificar la serie Y 2 | an v, en caso de convergencia, calcular su suma.

L1 YLV (1 )

ap =1 an = — —

n?2  (n+1)2 fin vni+n

2. Sea (apn)p>1 de la cual se sabe que

2n+1

A, =a1 + e Fa, =
n a1+ ag + Gn n+3

(n>1).

(a) Clasifica la serie > > | a, y, en caso de convergencia, calcula su suma.
(b) Calcula a; y determina a,, para cada n > 2.

3. Clasifica las siguientes series y, en caso de convergencia, encuentra la suma de las mismas.

SIS IS S S ol

n=1 n=1 n=0 n=1

[eS)
n=1

4. Sean (ayn), (by) y (c¢n) sucesiones tales que: 0 < b, < a, < 1, ¥Yn > 1,
1-an (lasifica:

an, converge, y

tn = 170,
[eS) [e%S) 00
Sheo e Y0-a
n=1 n=1 n=1

5. Sea f una funcién de clase C? en algiin entorno de a y sea y = t(z) la ecuacién de la tangente a
la G(f) en el punto (a, f(a)). Si ¢p(x) = f(x) —t(x) (qué se puede decir del comportamiento de
la serie 3" ¢ (a+1)?

6. En cada uno de los siguientes casos clasifica »_ ay,

1 Len 2n +1 n3—1
an = cos — an=—+e an = —5—— an =
" n "oon " n2(3n+5) " 3n34+2n2 —4n—9
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1.17. Préactico 16
1

1 1/n? (sen n)? 22— cos ~
an=L(1+— ap=¢’'™ —1 an = ~———5"— ——  (a€eR)
n n ~ n
1 1 1 1 1 1 v+ 1 1
an = — — sen — anp = — — sen — anp =1—cos — — | —sen —
"2 n? " n n " vn vn Vn
o2n — 1\" n+1\" _
”:<5n+8> a":< n > ap =nfe” ™™ (¢ € R, v>0)
2n 2" nl 3" n! n! n!
= m I = T In = T In = on an:(2n)!
n+1 2n +4\" N
— _171 — _1n — _1n
an = (1) n? an = (1) <3n+1> an = ( )n+2

Sabiendo que a,, > 0y que ) a, converge, clasifica las siguientes series o muestra con ejemplos

7.
que no es posible afirmar nada.
1 2
YLooyYe Yo Yiew
8. Prueba que las siguientes series son absolutamente convergentes.

. sen(n 1+ 2(—1)" * 1 —2sen (L
Z (n) Z +2(n ) Z - ()

3
n
n=1 n=1

n=1
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Capitulo 2

Miscelanea

2.1. Desarrollos de Mac Laurin

2 3 4 n
T _ ror T T n
e—1+x+2!+3!+4!....+n!+0($)
R 17
Ll+z)=2——4+ 75— —— (=DM 4 o(a™)
2 3 4
2 3 4 n
N
Ll-2)=—-2— — - " -2 _ - "
(1—-=x) T = 3 1 + o(z")
3 5 2n+1
T — r 2n+l
sen(a) =z —gp+ 57+ D G o)
2 4 2n
— rr 2 2n
cos(z) =1 o Tar T +(-1) (2n)!+o(x )
3 5
T 2z 5
tg(z) = x+ o +
g(x) x+3+15 + o(z”)
1
1—:1+:U+x2—|—a:3+:n4+....+m”+o(a:”)
-z
1 1 (x>+ x2+x3+ N " + oz
=4 (= - - — o(x
a—x a a? a3 at antl
1
— =l-z+2? Bt (D) + o(z")
1+
1
: s=1+a"+a* +a2%+2%+ ... 427 4 o(a™)
-z
1
=l et —af et () o)
3 5 7.9 41
R L x
Arct =r——4+———+—4 .... —1)"
retg(r) =v— o+ - +5+ LA

35
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2.2. Teorema de Taylor

Teorema de Taylor.
Sea f una funcion que tiene derivadas continuas hasta el orden n+ 1 en algin intervalo I que contiene
al punto 0 como punto interior. Entonces, para cada x € I — {0}, existe ¢, entre 0 y = tal que:

B n f(k)(o) X f(n+1)(c$) mnJrl
@) = kZ::O I PR |
f(n-!—l)(cm) znt1

et tiene la propiedad de ser un infinitésimo de mayor orden

Ademds, este resto r,(x) =
que n para r — 0, es decir:

)

z—0 "

=0

DEMOSTRACION. Sea z € I — {0} fijo y llamémosle A al tinico nimero que verifica la igualdad:

f1O)  f0) o f70) 3 F(0) o, z"
+ T x+ o1 7+ al 24 .+ 1 +A(n—|—1)!

(x) f(z) = f(0)

Supongamos, para fijar ideas, que x > 0 y consideremos la funcién auxiliar ® : [0, 2] — R dada por

o) = flz) -
0 1) £"(2) RGP () e
f(t)+T(fE—t)+T(x—t)Q‘FT@_t)%r""+ s +AW

Esta funcién es continua en [0, z] y derivable en (0,z) (;por qué?). Es claro que ®(z) = 0. Ademés,
si nos basamos en la igualdad (x), nos damos cuenta que también ®(0) = 0. Resulta entonces que la
funcién ® cumple las hipétesis del teorema de Rolle en [0, z] y que, por lo tanto, podemos asegurar la
existencia de algin punto ¢ € (0, z) en el cual ®'(¢) = 0. Si calculas la derivada de ® puedes comprobar
que:

(I)/(t) _ _f(n—;l') (t) ((L’ N t)n + A(x ;'t)n _ (.’E ;lt)n [_f(nJrl) (t) + A:|
Resulta entonces que
0=a(c) = @;7,‘3)” — () + A} — A= ()

y eso es precisamente lo que queriamos demostrar.

Para la afirmacion sobre la propiedad infinitesimal del resto procedemos de la siguiente manera:

(n+1) n+1 (n+1)
fm 0l g ST T L ) @
r—0 ™ z—0 (n+1)' x" z—0 (TL—i—l)'

Sabemos que 0 < ¢; < «. Luego, si x — 0 entonces también ¢, — 0. Resulta entonces que
Si 2 —0 = ¢ —0 = fO(,)— fO0)  (ya que ™+ es continua)

Se deduce que
o L) @ FO(0) 0

= =0




2.3. La razén aurea y la sucesion de Fibonacci 37

2.3. La razon durea y la sucesion de Fibonacci

En el rectdngulo R de la figura superponemos un cuadrado cuyo lado coincide con el lado menor del
rectangulo. Obtenemos asi otro rectangulito R’. La pregunta es jcuél debe ser la proporcién entre los
lados del rectdngulo R para que éste sea semejante a R'? Este criterio ha sido tomado como sinénimo
de “belleza” artistica en algunas corrientes de la Pintura y la Escultura. Como sélo nos interesa la
proporcién, podemos suponer que los lados de R miden 1 y x con = > 1.

Los dos rectdngulos seran semejantes si, y sélo si, la relacién /1 es la misma que 1/(x — 1). Esto nos
conduce a una sencilla ecuacién de segundo grado:
1

T = :>x2—1‘—1:0.
z—1

La tinica raiz positiva de esta ecuacién es:

1+5
—5

Se trata de un numero irracional cuyas diez primeras cifras decimales son ¢ ~ 1,6180339887. Lo
notable es que este valor aparece también como “proporcién” de ciertas magnitudes, tanto en el
cuerpo humano, como en diversos ambitos de la Naturaleza. Es por ello que ha sido bautizado como
razén (o proporcién) “durea”’” o “de oro” e incluso “divina”. Hace pocos anos, este numero fue
popularizado mundialmente a partir del libro “El c6digo Da Vinci”. Su autor (Dan Brown)! plantea
un juego de claves escondidas y acertijos ingeniosos, que permiten a los protagonistas ir descifrando
mensajes ocultos. Durante ese periplo, la razén durea es acompanada por la sucesién de Fibonacci:
(1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, . .. .. ), una sucesién que surgié a partir del estudio de la reproduccién
de conejos y que luego fue re-descubierta en numerosas situaciones que aparecen en la Naturaleza.
Pero, ;qué tiene que ver la razén durea con la sucesiéon de Fibonacci? En el curso veremos que estan
estrechamente relacionadas.

2.4. FEl interés compuesto y el numero e

Consideremos el ejemplo de la evolucién de un capital de dinero que genera intereses. Designemos
con C al capital inicial (en pesos uruguayos, por ejemplo), y supongamos (para simplificar) que es
colocado a una tasa de interés anual que llamaremos r. En cada periodo “de capitalizacién” el interés
se calculara sobre el capital mas los intereses previos (interés compuesto). Si la “capitalizaciéon” es

'El autor decreta que el valor de la razén durea es 1,618 para (supongo) no entrar en consideraciones matematicas
sobre numeros irracionales.
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anual, entonces al finalizar el primer ano, el saldo es la suma del capital inicial méas los intereses
generados, es decir:
S;=C+rC=C(1+r)

en donde el subindice 1 indica que ha transcurrido el primer ano. Si designamos con S5 al saldo al
finalizar el segundo ano tendremos:

So=81+78 =5 (1+7)=C (1+7)?
No cabe duda (puedes probarlo por induccién) que al finalizar el afio ntimero ¢ el saldo seré:
St =C (1 + T')t

Ahora bien, los bancos también ofrecen otro tipo de capitalizacién. Siempre manteniéndonos con una
tasa r de interés anual, se puede pagar los intereses en dos veces al afo. Esto se llama “capitalizacion
semestral” y quiere decir que:

= (13)

Por ejemplo, supongamos que C' = 10000 y r = 0,08 (tasa anual del 8 %). Si la capitalizacién es anual
se obtiene S7 = 10800 y si la capitalizacién es semestral resulta: S; = 10816.
Continuando de ese modo, si el interés se capitalizara (pagara) mensualmente, tendriamos

=0 ()"

que en el ejemplo planteado da S7; = 10830. Parece intuitivo que cuanto més a menudo se capitalice
el interés, mayor sera el saldo final.

(a) Sin es el nimero de veces por ano que se capitaliza el interés, demuestra que

51:C(1+%>" st:0(1+—)”t

(b) Es razonable preguntarse si existe el limite de las expresiones anteriores cuando n — +o0. Eso
serfa algo asi como una capitalizaciéon “instante a instante” también llamada capitalizacién
continua. Demuestra que (para C, r y t fijos)

nt
lm c<1+f) — Cet

n—--+oo n

(c) En el caso del ejemplo (C' = 10000 y r = 0,08) calcula el saldo al final del primer ano para
capitalizaciones semestrales, diarias y continua.

(d) Se invierte 7000 délares a una taza de interés anual de 5,75 % . Calcula el saldo de la inversién
luego de cinco anos en cada uno de los siguientes casos:
i) El interés se capitaliza anualmente. ii) El interés se capitaliza mensualmente. iii) El interés
se capitaliza diariamente. iv) El interés se capitaliza “continuamente”.

(e) Una persona A invierte 10000 ddlares en 1990 y otra persona B invierte 20000 délares en el ano
2000. Si ambos reciben intereses del 4 % (capitalizados continuamente) jcudles seran los valores
de las inversiones en el ano 20107
Determina la tasa de interés para que A finalice con el mismo capital que B (Sugerencia: la
persona A debe tener 20000 délares en el ano 2000).
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2.5. FEstudio analitico y representacion grdfica

Dada una funcion f, los pasos a seguir para su estudio analitico y representacion grafica son los si-
guientes. Es fundamental ir interpretando graficamente cada paso del estudio analitico en un borrador.
De esa manera iras verificando que no haya contradicciones e irds también conjeturando el aspecto
final de la grafica. Si no lo haces de esta manera . . . . no lo lograras !!!

Paso I: Dominio y Continuidad

Obligatorio: Hallar D(f). Estudiar continuidad. Calcular los limites laterales en los puntos de dis-
continuidad. Optativo: Estudiar paridad y signo de la funciéon. Redefinir la funcién en los puntos de
discontinuidad evitable.

Paso II: Ramas infinitas y asintotas

Obligatorio: Estudiar las ramas infinitas y la eventual existencia de asintotas para x — 400 y para
x — —oo. Dibujar las asintotas en caso que existan.

Paso III: Crecimiento y extremos relativos

Obligatorio: Estudiar derivabilidad. Calcular f’(z) en los puntos donde exista. Estudiar el signo
de f’(x). Reconocer intervalos de monotonia. Hallar los eventuales extremos relativos ubicdndolos
en la gréafica. Calcular los limites laterales de f’(z) en los puntos de discontinuidad de salto finito.
Calcular los limites laterales de f’(z) en los puntos singulares (donde f es continua pero no derivable).
Optativo: Dibujar las semi-tangentes en los puntos singulares.

Paso I'V: Concavidad y puntos de inflexion

Calcular f”(z) en los puntos donde exista. Estudiar el signo de f”(z). Reconocer intervalos de conca-
vidad positiva y negativa. Hallar los eventuales puntos de inflexién ubicandolos en la gréfica. Dibujar
las tangentes en los puntos de inflexién.

Paso V: Gréafica final

Se supone que si llegaste a esta altura no tendras contradicciones de ningun tipo. Esto es fundamental.
Una vez que te hayas convencido de ello, debes pasar en limpio los bosquejos previos, para entregar
una grafica lo méas prolija posible. No es obligatorio usar papel cuadriculado ni mantener la misma
escala en ambos ejes.

Algunas observaciones:

Los Pasos II y III pueden intercambiarse de orden.

En algunas situaciones, cuando los ceros de f’ no se puedan hallar por métodos “exactos” de resolu-
cién de ecuaciones, pude ser conveniente hallar los ceros de f” primero. Esto te permitird aplicar un
“método de Rolle” para hallar aproximadamente las raices de f’. En otras ocasiones convendra aplicar
un “método de Rolle” o “4bacos” al numerador de f’. En fin, se necesita un poco de préctica.
Nunca entregar sin la grafica o al menos con parte de ella. Mucho cuidado con las con-



40

Capitulo 2. Misceldnea

tradicciones entre el estudio analitico y la representacién grafica.

Ramas infinitas y asintotas

L —> Hay asintota de ecuacién y = L.
(1)  lim f(x) A = No hay asintota
v +oo = Ir al paso (2)
+oo = Hay D.A. paralela a Oy.
@) lim (z) 0 —> Hay D.A. paralela a Ozx.
z—too T A = No hay asintota
meR = Iral paso (3)
+oo —> Hay D.A. paralela a y = mux.
(3) h'nl (f(z) — mx) A —> No hay asintota
T——>100

n € R = Hay asintota de ecuacién y = mz +n

En el limite del paso (2) es posible sustituir la funcién f(x) por su equivalente. Mucho cuidado con
el limite del paso (3) ya que ahi no se puede hacer lo mismo. En dicho limite nos encontraremos
siempre con una resta de “infinitos” equivalentes entre si, y por lo tanto, NO se puede sustituir por

equivalentes en esa resta.

El mismo procedimiento hay que repetirlo para x — —o0

2.6. Propiedades del valor absoluto

Definicion:

Propiedades:

1. Jz|>0,VzeR y |z|=0&2=0.
2. —|z|<zx<|z|, VaxeR.

3. |z]P=2,VzeR

4. |A|=|B] <= A=BoA=-B.

5. |A|<|B| <= (A+B)(A-B)<0.
6. |abl=lal|b|l, Va,beR.
7. la+b <la|+ b, Va,beR.
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2.7. Un poquito de logica

Simbolos légicos

simbolo significado sinénimo
v para todo para cada
3 existe al menos un
\% o incluyente
A y
= implica entonces
<= si, y solo si
H =T H implica T’ Si H entonces T’

Proposicién reciproca y contrarreciproca

Consideremos la proposicién

(I) H = T

La proposicién reciproca de (I) es

La proposicién contrarreciproca de (I) es

NoT — NoH

Si (1) es verdadera entonces su contrarreciproca también lo es, mientras que su reciproca no tiene por
qué serlo.

Condiciones necesarias y suficientes

Si la proposicion H = T es verdadera entonces se dice que “H es condicién suficiente para 1.
(alcanza con que H sea verdadera para que también sea verdadera T'). También se dice que “T es
condicién necesaria para H”. (si T no es verdadera entonces H tampoco puede serlo).

Si la proposicion H <= T es verdadera entonces se dice que “H es condicion necesaria y
suficiente para T”. (T es verdadera si, y s6lo si, H también lo es).
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2.8. Alfabeto griego y fechas de matemadticos

David Hilbert

1862-1943

a A alfa ¢t I iota p P rho
8 B beta k K kappa o Y sigma
v I' gamma A A lambda T T tau
6 A delta o M mi v Y ipsilon
e FE épsilon v N ni o & phi
¢ Z zeta & Z oxi x X ji
n H eta o O O4micron ¥ U psi
0 © theta m II pi w ) omega

Euclides (429-348 a.c.)

Eudoxo (408-355 a.c.)

Arquimedes (287-212 a.c.)

Rene Descartes (1596-1650)

Pierre de Fermat (1601-1665)

Blaise Pascal (1623-1662)

Isaac Newton (1642-1727)

Jacobo Bernoulli (1654-1705)

G. W. Leibniz (1646-1716)

Juan Bernoulli (1667-1748)

Daniel Bernoulli (1700-1784)

Leonard Euler (1707-1783)

Joseph Lagrange (1736-1813)

Pierre Simon de Laplace (1749-1827)

Joseph Fourier (1768-1830)

Karl Gauss (1777-1855)

Bernard Bolzano (1781-1848)

A. L. Cauchy (1789-1857)

Nikolas Lobatchewsky (1793-1856)

Niels Abel (1802-1829)

Evariste Galois (1811-1832)

Karl Weierstrass (1815-1897)

Bernhard Riemann (1826-1866)

Henri Poincaré (1854-1912)

George Cantor (1845-1918)

( )
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2.9. Programa

1. El conjunto R de los niimeros reales.

Axiomas operatorios y sus consecuencias. Axiomas de orden, definicién y propiedades de la
desigualdad. Conjuntos N, Z y Q. Teorema de induccién completa. Cotas, maximo, minimo,
supremo e infimo de subconjuntos de R. Axioma de completitud y sus consecuencias (N no
acotado superiormente, Arquimedes, densidad de Q y de R — Q, existencia de raiz cuadrada
de elementos positivos). Potenciacién, radicacién y logaritmacién en R (sin demostraciones).
Valor absoluto y distancia. Ecuaciones e inecuaciones con valor absoluto. Entornos. Nociones de
topologia en R. (Conjuntos abiertos y cerrados). Puntos de acumulacién. Teorema de Bolzano
Weierstrass.

2. Sucesiones y sus limites.

Sucesiones. Limites finitos e infinitos. Acotacién de las sucesiones convergentes. Propiedades
de los limites (en particular: unicidad, conservacién del signo y sucesién comprendida). Opera-
ciones con limites (teoremas de limite de suma, producto y cociente). Indeterminaciones. Su-
cesiones equivalentes. Algunos métodos para calcular limites. Sucesiones mondtonas. Estudio
de sucesiones definidas por recurrencia. Definicién de ntimero e (sin demostracién). Limites de
las sucesiones potencial, exponencial, logaritmica y trigonométricas Limites tipo y equivalentes.
Subsucesiones. Ordenes de infinitos. Mas métodos para calcular limites. Nociones sobre puntos
de aglomeracién. Toda sucesién acotada tiene alguna subsucesién convergente.

3. Conceptos basicos sobre funciones reales.
Definicion, ejemplos y graficas de funciones. Funciones potencial, exponencial, logaritmica y
trigonométricas. Paridad e imparidad. Composicién de funciones. Limites de funciones. Teoremas
de “pasaje”. Aplicaciones.

4. Continuidad.
Definiciéon de continuidad. Funciones continuas en todo su dominio. Operaciones con funcio-
nes continuas. Composicién de funciones continuas. Estudio de funciones definidas “a trozos”.
Extremos absolutos. Continuidad en un intervalo cerrado. Teoremas de Weierstrass, Bolzano y
Darboux.

5. Derivabilidad.
Derivabilidad de una funciéon en un punto. Derivada. Interpretacion geométrica y cinematica.
Relacién entre derivabilidad y continuidad. Funcién derivada de las funciones elementales. Reglas
de derivacion (derivada de suma, producto y cociente). Regla de la cadena (derivada de la funcién
compuesta). Velocidad y aceleracion. Estudio de derivabilidad de funciones definidas “a trozos”.
Reglas de L’Hopital (sin demostracion).

6. Comportamiento de funciones.
Extremos relativos y puntos “silla”. Crecimiento puntual. Condicién necesaria de extremo re-
lativo. Teoremas de Rolle y Lagrange. Crecimiento en un intervalo. Problemas de extremos
(optimizacién). Modelos continuos de evolucién.

7. El problema inverso de la derivacién.
Teorema sobre derivada nula. Primitivas. Primer teorema fundamental del calculo integral. Apli-
caciones a la Fisica. Resolucién de algunas ecuaciones diferenciales.
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8. Estudio analitico y representacion grafica.
Concavidad. Asintotas. Estudio analitico y representacién grafica de funciones. Métodos de se-
paracién y aproximacion de raices. El método de Newton. Familias de funciones.
9. Funcién inversa.
Funcién inversa. Existencia, monotonia, continuidad y derivabilidad de la funcién inversa. In-
versas trigonométricas.
10. Aproximacién de funciones por polinomios.
Ordenes de infinitésimos. Teorema de Taylor. Obtencién de los desarrollos de Mac Laurin basicos.
Aplicaciones de Taylor al célculo de limites, al cdlculo numérico y al reconocimiento de puntos
estacionarios. Irracionalidad del ntimero e.
11. Nociones sobre sistemas dinamicos discretos.
Puntos fijos y periédicos. Atraccién y repulsién. Método grafico. Estudio de z,41 = f(xn).
Orbitas atractoras y repulsoras. Nociones sobre el concepto de “caos”.
12. Series numéricas.

Series: definicion, ejemplos y propiedades bésicas. Serie geométrica. Series de términos positivos.
Criterios de comparacién y del equivalente. Criterio de Cauchy. Criterio de D’Alembert (sin
demostracién). Criterio de la primitiva. Férmula de Stirling (sin demostracién). Criterio de
Leibniz (sin demostracién). Convergencia absoluta (sin demostracion).
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2.10. Babliografia

Nivel bésico (textos que no profundizan en el aspecto matematico y que casi no incluyen demostra-
ciones, pero que contienen una gran cantidad de ejemplos, ejercicios y aplicaciones).

1. Budnick, Matemdticas aplicadas para Administracion, Economia y Ciencias Sociales.
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