Isometrias 1

Capitulo IITI.

Isometrias.

Definicién: llamamos distancia entre dos puntos al segmento de recta que los
tiene por extremos. La medida de dicho segmento también se llama distancia y es
un numero real que cumple:

1) A #B < d(A, B) >0

2) A =B < d(A, B) = 0 (en este caso tenemos un segmento nulo)

3) d(aA, C) £ d(A, B) + d(B, C) (propiedad triangular, ya demostrada) .

4) d(Aa, B)

d(B, A).

Definicién: llamamos isometria a una funcidén sobreyectiva del plano en el plano
que conserva las distancias.
Términos sindénimos son: movimiento, congruencia y transformacidn.

d(A,B) =d(fA),£(B)) VA VBemn

f es isometria < f : 1 > 7w/ )
f sobreyectiva

Teorema: uha isometria es una funcidén biyectiva.

Dem.: recordemos que una funcién es biyectiva si es sobreyectiva e inyectiva.
Como por definicidén una isometria es sobreyectiva, alcanza con probar que
también es inyectiva. Para esto, probaremos que las imadgenes de puntos distintos
deben ser necesariamente distintas:

prop def
(1) isometria

A#B = d&a,B) >0 = d(f(d), fB)) > 0 = f(&) # £(B)

f isometria

Observaciones.

1) Definimos una funcidén Id (que llamaremos identidad) tal que
Id(A) = A V A, que cumple:

a) Id es sobreyectiva (porque todo punto A tiene preimagen, que es él mismo)

b) d@&, B) = d(Id(®A), Id(@B)) .
A B

Entonces Id es una isometria.

2) Por ser una isometria una funcidén biyectiva queda garantizada la existencia
de la inversa, que también es una isometria.

f isometria = 3 f! isometria / fl'(f(A)) = A V A.

3) El1 producto de dos isometrias (es decir, la funcidén que consiste en aplicar
sucesivamente dos isometrias) es otra isometria.

d(d, B) = d(£(a), £(B))

= A&, B) = d(GIER)), 9(EB)))
d(g(E™) ) , 9lE®) ) ) = AER) , £B) >} 7 7

de donde concluimos que f-g conserva las distancias.



Isometrias 2

Definicidén: decimos que dos figuras son congruentes si existe una isometria que
las hace corresponder.

Llamamos congruencia (o 1igualdad geométrica) a la relacién entre figuras
congruentes.

Sean F y G dos figuras: F = G < 3 f isometria / f£(F) = G.

(e}

El simbolo que utilizamos para indicar la congruencia (=) no coincide con el
C

que usamos para sefialar la igualdad (=). En efecto, observemos que F y G no son
la misma figura (pues son dos conjuntos de puntos que no tienen por qué
coincidir) pero f(F) y G si son la misma figura (pues se trata del mismo
conjunto de puntos). Intuitivamente, 1la congruencia nos dice que dos figuras
tienen la misma "forma" y el mismo "tamafio", aunque no tengan todos sus puntos
en comun.

Teorema: la congruencia es una relacidén de equivalencia.

Demostracién.
1) La congruencia cumple la propiedad de identidad: F = F.
C
Dem.: existe la isometria Id tal que Id(A) = AV A € F = Id(F) = F.
2) La congruencia cumple la propiedad reciproca: F = G = G = F.
C C

Dem.: F = G & 3 £ isometria / £(F) = G =

C
= 3 f! isometria inversa de f / fl(f(A)) = AV f(A) € G =
= f'(G6) =F =
= G = F.

[e}

all

3) La congruencia cumple la propiedad transitiva: con = F=H.

a |l

Dem. :

fq s
F __ _» G — » H
F=G & 3 f isometria / £(F)

C
G=H < 3 f, isometria / £(G) = H \\\\\\\\~jii;fi—/”////’
C

Entonces, f;-f, es una isometria / f,-f,(F) = H < F = H.
C

|
(@]

Definicidén: llamamos isometria directa a la que conserva el sentido del plano,
esto es, que transforma angulos horarios en angulos horarios. Llamamos isometria
indirecta a la que no conserva el sentido del plano.

Observaciones:

1) El producto de dos isometrias directas es una isometria directa:

f1 directa f, directa
Axoy ; Axlolyl ; éxllo"y"
horario horario horario

fi-f, directa
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2) E1l producto de dos isometrias indirectas es una isometria directa:

f1 indirecta f1 indirecta
£x0y » Zx'0O'y' p Zx''0O'"'y''
horario antihorario horario

3) El1 producto de una isometria directa por una isometria indirecta es una
isometria indirecta:

f1 directa f1 indirecta
éxoy > vaovyv > vavovvyvv
horario horario antihorario

fi-f, indirecta

Definicién: 1llamamos punto unido al que se corresponde consigo mismo en una
isometria.

A es unido < f(A) = A.

Caracterizacidén de isometrias. Primera parte.

Nos interesa ahora investigar cuédntos tipos distintos de isometrias existen, y
qué propiedades las caracterizan. En esta primera ©parte de nuestra
investigacidén, nos tomaremos tres puntos no alineados y sus correspondientes
imadgenes, y estudiaremos separadamente los casos en que alguno de estos puntos
es unido.

Primer caso: los tres puntos son unidos.

Dada una isometria f y tres puntos no alineados P, Q y R/ f£(P) = P, £(Q) = Q vy
f(R) = R, halle la imagen de un cuarto punto S no coincidente con ninguno de
ellos.

£(p)=P _
f es isometria = dE, S) = AEPE), £(5)) = dE, £(S)) = £(3) € C(®, PS)

(=0 —
f es isometria = d(Q,S) = AEQ), £(S)) = dQ, £(5)) = £(5) € C(Q, Q%) ; =

f(R)=R _
f es isometria = dR, S = d(fR), £(S)) = dR, £f(S)) = £(S) € C[R, RI)
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Concluimos que el cuarto punto es unido también.

Esto significa que si tres
puntos no alineados son unidos,

entonces todos los puntos del plano son unidos.

La isometria en la que todos los puntos son unidos es la identidad,

definida
anteriormente: £ = Id.

Observamos que Id es una isometria DIRECTA pues
transforma &ngulos horarios en angulos horarios.

Segundo caso: dos puntos son unidos y el tercero, no.

Dada una isometria f y dos puntos distintos P y Q tales que f (P)

=Py f(Q =09
halle la imagen de un tercer punto S no alineado con ellos.

£(P)=P o
f es isometria = d@E, S) = AEE), £(S)) = dP, £(S)) = £(S) € C(®, PS)
=
f(Q=0 o
f es isometria = d(Q, ) = d(fQ, f(9)) = dQ £S)) = £(S) € CQ, Q9
= £(S) € C(B, PS) N C(Q, 0S) = {5, S'} [T
7 clo,0s) T
............................................................. Sv/// \\\\
C(P, PS) x/ .

Si £(S) =5, £ =

Id segun el ejercicio anterior.

Si £(S) = S', como d(Q,S') = d(Q, S) = Q € mzSS'.
Andlogamente, d(P,S') = d(P, S) = P € mzSS'.
Entonces, PQ = mzSS'.

Definimos SIMETRIA AXIAL DE EJE PQ a la isometria

Spg / PQ es mediatriz de todo
segmento de puntos distintos correspondientes.

Propiedad (i): los puntos del eje PQ son unidos.
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En efecto, si tomamos S e PO resulta f(S) € C@,E§ N QQ,55 = E}, pues

C@,Eg)y dQ,ég) son circunferencias tangentes.

Propiedad (ii): el eje PQ corta a todo segmento SS* de puntos correspondientes
en su punto medio.

Es inmediato por ser PQ = mzSS'.
Propiedad (iii): «£SPQ = S"PQ.

Como el triangulo SPS' es isdsceles, mzSS' contiene a bzSPS'.
Observamos que la simetria axial es INDIRECTA.

Tercer caso: un punto es unido, y los otros dos, no.

Dada una isometria f y un punto P / f£(P) = P, halle la imagen de un punto S.
Si 3Q / Q = £(Q), f es la identidad o una simetria axial de eje PQ.
En caso contrario (f(X) # X V X # P), sea Q' = £(Q) / Q' € C@,PQ).

£(P)=P _
f es isometria = dE, Q = d(f®), £f(Q)) = dE, Q') = Q' € C(P, PQ)

£(P)=P _
f es isometria = dE, S) = d(fP), £(S)) = dE,S') = S' e C{E, PS)

=

£(Q)=0" _

f es isometria = d(Q, S) = AfQ), £f(S)) = dQ',S) = S e CQ', QS)

= S'e C(p, PQ) N CQ', QS) = {5'1 ’ S'z}

Y
Para descartar una de las soluciones, . .
tomaremos un "punto testigo" T que pertenezca T E_f
a la mediatriz del segmento QQ'.
Sea T € mzQQ'.
£(P)=P _
f es isometria = dE, T) = AEf@E), £T)) = dE, £T)) = £(T) € C(E, PT)
£(Q)=0' J—
e - f es isometria = d(Q, T) = AfQ), £(T)) = dQ, £(T)) = £T) € CQ', QT)

, . = £(T) € CB, PT) N C(Q', QT) = {T, T'}

\ Como P es el Gnico punto unido, no puede
ser £(T) = T, de modo que es £(T) = T'.
Finalmente, tenemos que

~<._£(8) € CB, PS) N CQ', QS) N C(T', TS) = {8} .
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Propiedad (i): «£QPQ" = SPS" = ¢ (dngulo constante).

Dem: AQPS = AQ'PS' por criterio LLL.
Ademds, ZQPQ' = ZQPS + ZSPQ' = ZSPQ' + ZQ'PS' = /ZSPS'.

Def.: a esta isometria la llamamos ROTACION (o GIRO) P
DE CENTRO P Y ANGULO a (=4SPS').
El 4ngulo a debe estar orientado.

Propiedad (ii): el centro de rotacidén pertenece a la mediatriz
de todo segmento de extremos correspondientes.

Como d(P, S) = d(pP, S'), P € mzSS'.

Propiedad (iii): el centro de rotacidn pertenece al Ac(SS", o).

Es una consecuencia de la propiedad (i).

Propiedad (iv) La rotacidbn es una isometria directa.

Ejercicio: hallar el centro Q y el adngulo «a de la rotacidén que transforma la

semirrecta AB en la semirrecta MD, siendo
B ABCD un cuadrado horario y M = p.m.CD.

Estd claro que el origen de la semirrecta AB se
transforma en el origen de la semirrecta MD.
Buscamos hallar otro par de puntos
correspondientes.
Para ello, consideramos N = p.m.AB.

5 Su imagen N' es un punto de la semirrecta MD /
77 X d(A, N) = d(M, N') = 1/2d(A, B), de donde resulta

D =N M= A" C queleD.

Al intersectar las mediatrices de los segmentos AM Y ND obtenemos el centro Q de
la rotacién, que es el p.m.ND. Vemos que el é&ngulo a es un 1llano, y esté
orientado en forma horaria. Por lo tanto, la isometria es R(Q, 180° horario).

Podemos escribir esto de la siguiente manera:

R(Q, @) s M
7

= {0} = mzAM N mzND = p.m.ND, o = ZAQM = 180 ° horario

N R(Q,a) N D

Ejercicio: hallar la imagen de una
-
recta en R(Q , &) (4ngulo o horario).

Si la recta r pasa por Q, simplemente

formamos el A&ngulo a orientado 'y
hallamos r'.

Si la recta s no pasa por Q, hallamos o'
la proyeccidén Q' de Q sobre s; “§~\\\$e\\\\\
ahora tenemos que la recta QQ' pasa por f
Q, hallamos su imagen QQ'' y trazamos i \\\\\\‘\\
la recta s' perpendicular a QQ'' por Q'"'. ;;1 o'
o ' _ Q gk
Observacidn: de la figura podemos concluir que
dos rectas correspondientes forman un angulo s’

suplementario al de la rotacidn, y que Q pertenece
a la bisectriz de dicho angulo.
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Caracterizacidén de isometrias. Segunda parte.

Ej. Se dan un eje e y un triadngulo ABC.
a) Hallar S.(AABC) = AA'B'C'.

b) Hallar S.-S.(AABC).

A—Ce spa e sar=a
S S S-S
e >B'—= 3B''= B = AABC —=" 3 AABC
C—=>sCc—25C'=C

Concluimos que S.:S. = Id. Se dice que la simetria axial es involutiva.

C) Sean ahora r N s = 40}, ZrOs = o (orientado, digamos, horario).

A—= A ——= A"

B r > B’ s > B! = AARC Syt S > AA''R'' !

C—=—C —=>C'"

B'"
Observamos que ZCOC'' = /ZBOB'' = ZAOA'' = 2a, lo que nos permite concluir que
S.*Ss = R(O, 20 horario).

Podemos generalizar que "el producto de dos simetrias axiales de ejes secantes
es una rotacidén cuyo centro es el punto de interseccidén y el &ngulo de rotacidn
es el doble del &angulo que forman los ejes, en el sentido del primer eje al

segundo".

Reciprocamente, "toda rotacidén se puede descomponer en el producto de dos
simetrias axiales de ejes que se cortan en el centro de rotacidn, siendo el
adngulo que forman los ejes igual a la mitad del &ngulo de rotacidén, y el sentido
de la rotacidén es el que lleva el primer eje al segundo".

Un importante caso particular es el de ejes perpendiculares. Se obtiene entonces
una rotacién con un angulo de 180°. Llamamos a este producto SIMETRIA CENTRAL DE

CENTRO O.

Propiedad 1: el centro de la simetria central es punto medio de todo segmento de
extremos correspondientes.
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Propiedad 2: por ser el
producto de dos isometrias
indirectas, la simetria
central es directa.

All
d) Sean ahora t // u, d(t, u) = x (ejes paralelos tales que la distancia entre
ellos es x).

A—t 5 ar— e 5 an
s s S.- S
t > B L >B''r => AABC—1 > AA'"'R''C"!
C—%— Ct —u— "'
A t A’ u A"
B Bl Bll
C C' cre
- >
Observamos que todos los segmentos de extremos correspondientes: AA'', BB'' vy
CC'' tienen la misma direccidén, y sentido, y el mismo mbédulo 2x. Esto quiere

decir que son vectores equipolentes. Cualquier vector con la misma direccién,
sentido y mdédulo se puede tomar como representante de ellos.
- -

Sea V = AA''. A este producto lo llamamos TRASLACION DE VECTOR V.

"Todo producto de simetrias axiales de ejes paralelos es equivalente a una
traslacidén cuyo vector es perpendicular a los ejes, su mdédulo es el doble de 1la
distancia entre los ejes, y su direccidén es la que lleva del primer eje al

segundo".



Isometrias 9

También: "toda traslacidén se puede descomponer de infinitas maneras distintas en
el producto de dos simetrias axiales de ejes paralelos, perpendiculares al
vector de traslacidén y cuya distancia es la mitad del médulo del vector de

traslacién”.
Propiedad 1: la traslacidn no tiene puntos unidos.

Propiedad 2: la traslacién es un movimiento directo.

€) Sean ahora tres ejes a, b, c tales que a // by a L c.

A Sa A' Sb > Avv Sc > Av LI
Sa 5> B Sp >y B! Sc > B! = AARC Sa" Sy S¢ S AA'TTRIYT N Y
C Sa >c| Sb >Cll Sc )Cl!!
A a Al b A"
B B! ﬂ WBII
C C' C"
X
C
c“‘
B"'
A"'
N
Si d(a, b) = x, sea V un vector de mbédulo 2x y direccidn paralela a c.

El producto de estas tres simetrias axiales se llama ANTITRASLACION DE VECTOR v
-

Y EJE ¢ y se anota At(Vv, ¢c).

Propiedad 1: la antitraslacidén no tiene puntos unidos.

Propiedad 2: la antitraslacidén es un movimiento indirecto.

Propiedad 3: el eje de simetria contiene al punto medio de todo segmento de
extremos correspondientes.

Ejercicio: indique las respectivas isometrias inversas:

<

a) Id, b) S, c) Co, d) R(O, o horario), e) T,, f) At e).

N
v



