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Matematica Discreta usando el computador 2011 (Matematica I)

Solucion del Examen de Matematica I - 19 de setiembre de 2011

Ejercicio 1
a) Dados los conjuntos A = {—1,1,2} y B = {2,—3}, hallar el mayor conjunto X que cumpla
simultdneamente con: X SAUB, X —A={-3} y XN ANB # . Justificar.
X c{-1172,-3}
ANnB={2}-2€eX
Si consideramos X ={-1,1,2,-3}, entonces {—1,1,2,-3}—{-1,1,2} ={-3} vy ademas
(-1,1,2,-3}n{-1,1,2} n {2, -3} = {2}

b) Analizar la veracidad de las siguientes propiedades, en caso afirmativo demostrarlas y en
caso contrario dar un contraejemplo:

i) (HA<#B)AB S A - #A = #B. Es verdadero.
(#A < #B)
A - #A = #B

BC A—-#B < #A

ii) A—(BnNnC)=An(BUQC).Esfalso

AlB|c|Bno)|Aa-BnO) | BUO | BuO | anBUO)
1111 1 0 1 0 0
11110 0 1 1 0 0
11011 0 1 1 0 0
11010 0 1 0 1 1
011 1 0 1 0 0
ol1]o0 0 0 1 0 0
0l0]1 0 0 1 0 0
olo0]o 0 0 0 1 0

Solo basta encontrar un contraejemplo, considerando 4, B y C subconjuntos de N:
A=1{0,1,2,3456789}, B={02468}yC ={0,48}

BnC=C={048}

A—(BNC) =1{1,235,67.9}

BUC =B = {0,2,4,6,8}

(BuC)=N-(BUC)
An(BUCO)=An(N-(BUC))={13579}
Lo cual implicaque A—(BNC) #An(BUC)

iii) Dados dos conjuntos Ay B, si (B — A) esun conjunto finito, entonces es 4 finito.
Es Falso.
Considerando A={x € N /5>x Vx > 10} y B = {0,2,4,6,8} subconjuntos de N
entonces:

(B—A4) ={0,2,4,6,8} — {6_,7,8,9} = {0,2,4}
Aqui claramente #(B — A) = 3 pero #4 = o
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Ejercicio 2
Sea A ={f:Z - Z / f esuna funcién total}, se define una relacién R sobre un conjunto 4 de la
siguiente formaV f,g € A: fRg < (f0)=(g0)
a) Demostrar que R es una relacién de equivalencia.
Para demostrar que R es una relaciéon de equivalencia debemos probar que cumple con las
siguientes propiedades:

Reflexiva: Vf € A: fRf
Como f es una funcion total, tenemos que (f 0) = (f 0)
Simétrica: Vf,g €A: SifRg - gRf
fRg2(F0O=@0O->@0O=({029gRSf
def def
Transitiva: V f,g,h € A: Sif Rg AgRh—>fRh

fRg > (F0)=(g0)

def
= (f0)=(h0) > fRh
th(gf (g0)=(h0) ior

b) Siendoh € A/ (hx) = x? + 3, probar quep € A/ (p x) = —4x + 3 pertenece a [h].
Primeramente hallamos la clase de equivalencia de h, es decir [h]:
Como (h0) = 0°+3= 3, tenemos que [h] ={f € A/ (f 0) =3}y como (p 0) = —4.0+3 =3
concluimos que p € [h].

c) Hallar los tipos y las expresiones para (h (p x)) y (p (h x)).
Primero hallamos los tipos

pZ->27Z ]
x:Zh }_) (px).Z} - (h(px)):Z
Z -7

h:i;Z} - (hx):Z

[ }—)(p(hx)):Z
p:Z -

Ahora hallamos las expresiones:
(h(px)) =h(—4x+3) = (—4x+3)*+3 =16x% — 24x + 9 + 3 = 16x% — 24x + 12
(p (hx)) =p(x*+3) = —4(x*+3)+3=—4x* —12+3 = —4x" -9

Ejercicio 3

Sean D(a) y M*(a) el conjunto de los divisores y de los multiplos de cierto namero a € N*
respectivamente. Ejemplo D(10) = {1,2,5,10} y M*(3) = {3,6,9,12,...,3n,...} ={x EN" /x = 3).
Definimos sobre N* una relaciéon S tal que Va,b € N*: aSbh < a € D(b).

a) Demostrar que S es una relacién de orden y caracterizarla como “orden parcial o total”.
Para demostrar que S es una relacién de orden debemos probar que cumple con las siguientes

propiedades:

Reflexiva: Va € N*: aSa
Como a € D(a) puesa.1 = a tenemosqueaS a
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Antisimétrica: Va,b € N*: SiaSb AbSa—-a=5»
aSh 3aED(b)—>EIkEN*/ a.k=»b

def _ B B o
bSa —» beD(@) —»3ApeN') bp=af  EkP=bp=a-kp=1-k=p=1
def
k:p:l _
whop)oa=h

Transitiva: Va,b,c e N*: SiaSbh AbSc—-aSc
aSh :aED(b)—>3kEN*/ a.k=»>b

d *

bSc jbED(c)—EIpEN*/ bp=c sakp=bp=c—>3(k.p)EN"/ a(k.p)=c
def

3 (k.p) EN*/ a.(k.p) =c > a € D(c) 2 aSc

def
La relacién S es una relaciéon de orden parcial pues3 a,b € N*/ (a,b) ¢ S A (b,a) ¢ S.

Solo basta considerar dos ntiimeros primos entre si, por ejemplo:a =7 y b = 4
D(7) ={L7} y D(4) ={1,2,4}
Como es facil de observar: 7 ¢ D(4) —» (7,4) ¢ S yporotrolado4 ¢ D(7) » (4,7) ¢ S

b) Analizar la situacién si en lugar de D(a) consideramos M*(a), es decir que definimos sobre N*
una nueva relacion T tal que Va,b € N: aT b & a € M*(b).
Analizamos que propiedades cumple:

Reflexiva: Va€N*: aT a
Como a € M*(a) puesa.1 = a tenemosqueaT a
Antisimétrica: Va,b € N*: SiaTbh AbTa—-»>a=0»b
aTbh > aeM*(b)->3keN"/ bk=a

def ~ B ) o
bTa >beM (@) >3pEN/ap=>b sapk=bk=a-pk=1-p=k=1
def
bk:a}*a—b

Transitiva: Va,b,c € N*: SiaTb AbTc—->aTc
aTbh 3aEM*(b)—>EIk€N*/ b.k=a

def B )
bTc :)bEM*(C)ﬁapEN*/c,pzb scpk=bk=a
def
—>E|(P.k)EN*/ C'(p'k)=a_>aEM*(C):>aTc

def
La relaciéon T es una relacién de orden parcial por la misma razén que la parte a)
(74) ¢ TA(47) &T

Ejercicio 4
a) Considerando a € N*, definimos una funcioén f,: D(a) - M*(a) - N* tal que (fy xy) = %
i) Analizar Inyectividad y sobreyectividad, decidiendo asi sobre la Biyectividad.

fa:D(a) » M*(a) » N* tal que (fpxy) = %
Inyectividad:

Si consideramos a = 8, fg: D(8) - M*(8) - N* talque (fgxy) = %
D(8) = {1,2,4,8}
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(fs48) =3=2
A - (fg48) =(fg816) pero (4,8) # (8,16) por lo tanto fg no es
(fs816) =3 =2
inyectiva.

Sobreyectividad:

Dado ng € N: 43 (x,0) € D(a) X M*(a) (fa X0 Yo) = ng?

fa:D(a) » M*(a) » N* tal que (f, xy) =%

ComoVa€N": a€D(a)Aa€ M*(a), entonces considerando (xq,yq) = (a,a.ny), pues
a€D(a) y a.ny € M*(a).

Con este par tenemos (f, xo o) = (fp aa.ngy) = % = n, y por lo tanto f; es sobreyectiva.

Como f, no es inyectiva, concluimos que f; no es biyectiva.

ii) Analizar si la funcién es parcial (en este caso indicar dominio de definicion) o total.
Como para cada par de elementos (x,y) conx € D(a) e y € M*(a), tenemos que:
x€D(a)»3IkeN"/ xk=a y ap xkp
A S (fpxy)===—= ik.pEN*
yEM*(a) >IpEN"/ ap=y x x X x%0

Entonces concluimos que la funcién es total.-

b) Sea f:A — B una funcién, y sean X,Y € A demuestra que: f(X NY) € f(X) N f(Y)
Nota: Si X es un subconjunto de 4, entonces f(X) = {f(a) / a € X}.
Debemos probar que Vb € f(XNY) - be f(X)nf(Y).

Seabef(XNY)—->3ae XnY/f(a)=Dh.
Sia€ XnY:aEX/\ a€eyY

def

aeX

A -befX)
fla)=b

A P> befX)Nf(Y)

acyY

A - bef)

fla)=b J
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Ejercicio 6
a) Definir por casos una funcién divisores de tipo (Int->[Int]) que dado un entero no

negativo, devuelve una lista con sus divisores (no negativos). Ej.: divisores 8 = [1,2,4,8]
divisores:: Int -> [Int]
divisores a = [x]| x <- [l..a], mod x a ==0]

b) Definir una funcién med de tipo (Int->Int->Int) que dados dos enteros (no negativos)
devuelve su maximo comudn divisor.

mcd: :Int->Int->Int

mcd x 0 = x
mcd x vy = mcd y (mod x y)
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