§ 7.4 Relaciones generales

./

enocw Significa que una relacién R sea reflexiva, antirreflexiva, simétrica, antisi-
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Relaciones

Cuando introdujimos ordenes parciales = y relaciones de e':quwal.encr:i =
en un conjunto S indicamos que cada par <x, y) en..fS X S_o bien sat1§fac1a la
relacion [x < y o x ~ y] o no la satisfacia. También sutilmente dejamos e]
término “‘relacién’’ sin definir. Saber o especificar para cuales pares\una re-
gla se satisface en S es exactamente lo mismo que saber o espeaflca.r’un s.ub-‘“
conjunto de S X S. Definiremos ahora de manera formal una relacion bina-
ria en S como cualquier subconjunto R de S X S. : o
Esperamos que hasta ahora haya podido d.esarrol.lar cierta sens'xbl'hdad
por los 6rdenes parciales y las relaciones de equivalencia. Son muy distintas;
los 6rdenes parciales son una especie de “‘flujo’” de .pf:’queﬁo a grfande, en tan-
to que las relaciones de equivalencia dan una particion (}el conJ.untc})) en blo-
ques que no estan relacionados llamados [clases de equivalencia]. Por otro
lado, la nocion de relacién binaria es tan general y abstracta que no.hay mz%.
nera de introducirse en ella, excepto el hecho obvio de que las relaciones bi-
narias son subconjuntos de § x S. Estudiamos estos conceptos tan gen.era.
les ya que nos ayudan para entender hech_os comunes de los més CODO(.:ldos
ordenes, relaciones de equivalencia y también funciones. El ver las r.elacmns
binarias como subconjuntos de S X S nos ayudaréa a cr.e’arla}s y manipularlas,
Finalmente, las maquinas pueden guardar informagfon util allma.cenando
pares ordenados, es decir, elementos de alg}ma relacion. Manejar informa-
cion corresponde entonces a manejar relaciones. iy .
Para relaciones binarias R en S muchas veces utilllz'ar'nos la notacion
xRy [que se lee ““x esta R-relacionada con y’’] y que 51gn1f1ca. quedx, y)e
R. También x R y significa que (x, y) ¢ R. Este uso es‘cc'>mpat1ble con nues-
tra notacién x < y y x ~ y. De una vez por todas definiremos ahora lo que

oro¢ fMCHh  métrica o tramsitiva:
"*g{-ﬂ'a&c k?iw. (R) x R x para toda x € S,
R (AR) x Rxparatodaxe S, =
v s () xR yimplicay R x paratodax, y € S,
%% ; (AS) xRyyyRx .impl_ica X=
T T\ (T) xRyyyRzimplica x R z. .

“Todas estas definiciones pueden escribirse utilizando notacion de par orde-
nado. Por ejemplo, ;

S) <x,y>€eR implica {y,xyeR paratoda (x,yyeS x§.

Desde nuestro punto de vista actual, un orde.n parcial en S es una relljar;
cion [es decir, un subconjunto de S X S] que satls.face (R), (AS) y (T).
orden parcial estricto en S es una relacion que satl.s’face AR)
que [(AS) es verdadera por vacu1?§d)]r. \ETl;na relacion de eg

ion que satisface (R), y ] L
= unr\a/llligia:;c\)/eccés es conveniém)e considerar la matriz A de una relaCIQHR
cuando el conjunto S es finito. Los renglones y columnas de A tien

indices en S con entradas A[x, y] = 1sixRy y Alx, y]1 =0 sixRY-
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Ilustramos varias relacionesen § = (1, 2, 3, 4} y damos sus matrices en la fi-
gura 1.

a) Sea R, la relacion definida por m < n. Esto es, m R, nsiysolosim
<n YR, ={{mn) €S X S:m< nj. Larelacion R, es antirreflexiva y
transitiva, es decir, como se esperaba, es un orden parcial estricto. La rela-
cion R, también es antisimétrica por vacuidad:

m<n 'y n<m implican=m

ya que la condicion “m < nyn < m’’ siempre es falsa. De hecho, el mismo
argumento muestra que todos los ordenes parciales son antisimétricos.
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Matrices de las relaciones

Figura 1

b) Sea R, la relacion definida por m R, n si |m — n| < 1. Esta relacion
es reflexiva ya que |m — m| < 1 param € S, y es simétrica ya que |m — n|
= 1 implica |n — m| < 1. No es transitiva ya que, por ejemplo, 2R,3y 3
R, 4 pero 2 R, 4.

¢) Definamos R; como m = n (mod 3), de manera que m R; nsiysolo
si m = n (mod 3). Esta relacion es reflexiva, simétrica y transitiva. [teorema
2 de § 4.3] y por lo tanto R; es una relacion de equivalencia en S.

d) Sea E la “‘relacion de igualdad’’ en S:

E={{mn)eS xS:m=n}={{mmy:meS).

En otras palabras, m E n siy s6lo si m = n. Es claro que E es una relacion

de equivalencia en S. Noétese que la matriz para la relaciéon E es la matriz
identidad de dimension 4 x 4. |

Param, nen Z, definamos m R nsim + nesun multiplo de 3, es decir, m
+ n = 0(mod 3). Esta relacion no es reflexiva ya que por ejemplo 1 R 1. No
es antirreflexiva ya que 3 R 3. la relacién R es simétrica yaquem + n=n

+ mparam, ne Z. Larelacion R no es transitiva; por ejemplo, 4 R2y2 R
1 mientras que 4 R 1. |



