Apuntes de derivabilidad

Derivabilidad

Definicion: Cociente incremental.

Sea f una funcion real y [a,b]un intervalo en el cual f esta definida. Llamamos cociente incremental
f(b)- f(a) 0 Af Ay

s =

de f en [a,b]al cociente:
a AX  AX

f(b)— f(a)
b-a
los puntos (a, f(a)) y (b, f (b)) (Representa graficamente)

Interpretacion geométrica: =tan « .Es la pendiente de la recta secante al gréfico de f en
Definicion: Derivada en un punto

Sea f:l - R, a un punto interior de | . Decimos que f es derivable en x =a <> existe el limite del
cociente incremental cuando Ax — 0 y es finito.

Es decir: llmo£ Existe y es un numero real. IimM =f'@y f'(@eR
x> X—a

AX Xx—a

Definicion: Recta tangente

Sea f es derivable en x=a , llamamos recta tangente al grafico de fen x=a , a la recta de
ecuacion: y—f(a)=f'(a)(x—a)o y=f(a)+ f'(a)(x—a)

Teorema:
H) f esderivableen x=a

T) f escontinuaen x=a

Demostracion:
Entonces lim f (x) = f(a) = f(x)es continua en x=a
X—a

¢,Se cumple el reciproco?

Definicion: Funcién derivada. Consideramos la funcion que asocia a cada punto X, el valor de la
f(x+h)—f(x)
h

derivada en ese punto. f'(x)= Ihmg

Algebra de derivadas:

Derivada de una suma:
H) fes derivableen x=a

g es derivable en x=a
T) ( f +g)es derivable en x=a yademés (f+g)'(a)=f'(a)+g'(a)
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Derivada del producto con una constante:
H) fesderivableen x=a, keR

T) (k- f) esderivable en x=a yademés (k- f)'(x)=k- f'(x)

Derivada del producto de funciones:
H) fes derivableen x=a

g es derivable en x=a
T) ( f-g)es derivableen x=a yademés (f-g)'(a)=f'(a)-g(@)+ f(a)-g'(a)

Derivada de la funcion %

H) f es derivable en x=a, f(a)=0

T) [%) es derivable en x=a y [%)'(a) - :2((2))

Derivada del cociente de funciones:
H) fes derivableen x=a

g es derivable en x=a, g(a) #0

T [ij es derivable en x=a y ademas (ij'(a) _T@: g(a)z— f(2)-9'(3)
9 g g9°(a)

Derivada de la funcién compuesta (regla de la cadena):
H) f es derivableen x=a

g es derivable en f(a)
3 (g of )
T) (go f)es derivable en x=a yademas (go f)'(a)=g'(f(a))- f'(a)

Definiciones:

» f: X >R, aeintX
x<a, f(x)<f(a)
x>a, f(x)>f(a)

f00-f(@) _,
X—a

f estrictamente creciente en "a" <3E(a)/Vx e E(a), {

< VxeE'(a),
> f: X >R, aeIntX

. . x<a, f(x)>f()
f estrictamente decreciente en "a" <3E(a)/Vx € E(a),
x>a, f(x)<f(a)

< VxeE'(a), w<0

» Decimos que f:X —R,aelntX presenta un maximo relativo en “a” <« 3JE(a)tal que
vxeE(a), f(x)< f(a)

» Decimos que f:X —R,aelntX presenta un minimo relativo en “a” <> 3JE(a)tal que
vxeE(), f(x)>f(a)
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Teorema: Condicién suficiente de crecimiento.

H) fesderivableen x=a
f'(@>0
T) f es estrictamente creciente en x =a

Demostracion:

Como  fesderivableen x=a entonces < lim L;(a) =f'(a)>0=(por teorema de

X—a X -
conservacion del signo) 3E(a)/ -1 >0=

sixeE'(@)=>x>a=x-a>0=>f(x)-f(@)>0= f(x)> f(a)

sixeE"(a) > x<a=x-a<0=f(x)-f(a)<0= f(x)< f(a)

f es estrictamente creciente en x =a

Observacion: El reciproco NO se cumple.

Teorema: Condicidn necesaria de extremo relativo. (Teorema de Fermat)

H) f es derivableen x=a
f presenta un extremo relativo en x=a
T) f'(@=0

Demostracion: (por absurdo)

Si fuera
f'(@)>0 = f crece estrictamente en x =a = f no tendria extremo en x = a(Aburdo :contradice la H)

f'(@) <0 = f decrece estrictamente en x =a = f no tendria extremo en x =a (Aburdo :contradice la H)
= f'(@)=0

Observacion: la condicion no es suficiente. f(x)=x> es derivableen x=0y f'(0)=0
sin embargo no tiene extremoen x =0

Teorema de Rolle:
H) f es continua en [a,b]

f es derivable en (a,b)
f(a)=f(b)
T) 3ce(a,b)/ f'(c)=0
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Demostracion: f es continua en [a,b]entonces (por Weierstrass) f ([a,b])tiene maximo y minimo en
el intervalo. Consideramos tres casos:
I)M =m = f es constante = f '(x) =0 Vvxe(a,b)
2) M =m pero uno de ellos dos igual a f(a) = f (b)
Supongamos M = f (a) = f (b) =( por teorema Darboux) = 3c (a,b)/ f(c)=m
m = f (c) minimo absoluto y c € (a,b)} '
) = (Fermat) f'(c)=0
y como f es derivable
3) f(@#M #m
dc, e(a,b)/ f(c)=M = f'(c)=0
{Elc2 e(a,b)/ f(c,)=m= f'(c,)=0

Teorema del valor medio (Lagrange):

H) f es continua en [a,b]
f es derivable en (a,b)

f(b) -

T) 3ce(ab)/ f'(c) =Tf(a)(esto significa que existe un punto cuya tangente tiene la misma

pendiente que la recta pasa por los puntos (a, f (a)) y (b, f(b)))

Demostracion:
Consideramos una funcién auxiliar ¢:[a,b] > R/¢(x) = f(x)—hx, con h de modo que ¢(a) = ¢(b)

p(@)=¢((b) < f(a)-ha=f(b)—hb< f(a)- f(b)=h(a-b)<=h :w
Esta funcidn ¢ verifica las hipdtesis del teorema de Rolle
=3ce(ab)/p'(c)=0y ¢'(c)=f'(c)-h=0<h="f'(c)= f'(c) = f(aa)l:g(b)

Derivada primera:

El estudio del signo de la derivada primera de una funcién ( f '(x)) nos permite determinar:
v' Los intervalos de crecimiento (decrecimiento)
v' Las abscisas de los extremos relativos. (Donde f es continua y /” cambia de signo)

v’ Las abscisas de los puntos singulares (f es continua en a, pero no derivable)
v Las tangentes y semitangentes en los puntos que corresponda.
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