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Sistemas de ecuaciones lineales

TIPOS DE SISTEMAS. DISCUSION DE SISTEMAS.

Podemos clasificar los sistemas segun el nimero de soluciones:
Incompatible. No tiene solucién
Compatible. Tiene solucién.
. Compatible determinado. Una Unica solucion.
. Compatible indeterminado. Infinitas soluciones.

METODO DE RESOLUCION DE GAUSS-JORDAN.

Es el método de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales, que consiste en llegar a un
sistema "escalonado" transformando la matriz ampliada en una matriz escalonada por filas.

El método de Gauss es una generalizaciéon del método de reduccion, que utilizamos para
eliminar una incognita en los sistemas de dos ecuaciones con dos incognitas. Consiste en la
aplicacion sucesiva del método de reduccién, utilizando los criterios de equivalencia de
sistemas, para transformar la matriz ampliada con los términos independientes ( A* ) en una
matriz triangular, de modo que cada fila (ecuacién) tenga una incognita menos que la
inmediatamente anterior. Se obtiene asi un sistema, que llamaremos escalonado, tal que la ultima
ecuacién tiene una unica incégnita, la penultima dos incégnitas, la antependltima tres
incégnitas, ..., y la primera todas las incognitas.

El siguiente esquema muestra cdmo podemos resolver un sistema de ecuaciones lineales
aplicando este método.

Partimos, inicialmente, de un sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas, compatible
determinado:

a X, ta,xX, ta X+ .ta X = b1
Ay Xt apX tagxt.ata,x =h
A X T 85, X, T A X+t ag, X, = by

ayxta,tax,tata,x =h

En primer lugar, aplicando sucesivamente el método de reduccion, eliminamos en todas las
ecuaciones, excepto en la primera, la incognita x4, obteniéndose un sistema equivalente:
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a,x; ta,x ta.xX +..ta, X =h
Cp X T Cyy X+ 6, X =1,
€ X, T € X T T X =1,

13“2).:2+cnsxs+...+c]mxn=rn

En segundo lugar, aplicando nuevamente el método de reducciéon de forma sucesiva, eliminamos
en todas las ecuaciones, excepto en las dos primeras, la incognita x., obteniéndose un sistema
equivalente:
a, X ta,x, ta X, +.+ta X =h
Cpp Xy T €y Xy + w0 X =1,
dyy Xy + o g, X, = 84

d.x,+..+d x =s,

En tercer lugar, aplicando sucesivamente el método de reduccion, eliminamos en todas las
ecuaciones, excepto en las tres primeras, la incognita xs, y asi sucesivamente, hasta obtener el
siguiente sistema equivalente:

a, X, ta,x, ta X, +..+ta x =h
c22x2+ c23x3+...+ . X, ~ I
oy Xy + o+ dy, X, = 85

elﬂlxll = t'll.
Para resolverlo despejamos, en primer lugar, la Unica incognita de la ultima ecuacién. Luego
sustituimos ésta en la pendltima ecuacion y despejamos la otra incognita. Posteriormente,

sustituimos dos de las tres incognitas de la antepenultima ecuacion por sus valores y despejamos
la que queda, y asi sucesivamente hasta llegar a la primera ecuacion.

Las transformaciones que podemos realizar en dicha matriz para transformar el sistema inicial en
otro equivalente son las siguientes:

»  Multiplicar o dividir una fila por un niumero real distinto de cero.

e Sumarle o restarle a una fila otra fila.

e Sumarle a una fila otra fila multiplicada por un niumero distinto de cero.

» Cambiar el orden de las filas.

» Cambiar el orden de las columnas que corresponden a las incognitas del sistema, teniendo
en cuenta los cambios realizados a la hora de escribir el nuevo sistema equivalente. Es
decir: si, por ejemplo, la 22 columna corresponde a la incégnita y y la tercera a la incognita
z, y cambiamos el orden de las columnas, ahora la 22 columna corresponde a la incégnita z
y la tercera a la incégnita y.

» Eliminar filas proporcionales o que sean combinacion lineal de otras.

» Eliminar filas nulas (0 0 0 ... 0).
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Después de realizar las transformaciones que se consideren pertinentes, se obtendra un sistema
escalonado. Suponiendo que hubiésemos eliminado, si las hubiera, las filas nulas (0 0 0 ... 0), que
corresponden a ecuaciones del tipo 0 = 0, el sistema equivalente tendria ahora k ecuaciones
lineales con n incégnitas.

Analizando el sistema resultante, podemos efectuar su discusién del siguiente modo:
¢ Si alguna de las ecuaciones es del tipo 0 = b (siendo b distinto de cero), el sistema es
incompatible y no tiene solucion.

¢ Si no hay ecuaciones del tipo 0 = b, y ademas k = n, es decir, el nUmero de ecuaciones del
sistema equivalente es igual al numero de incégnitas, el sistema es compatible determinado v,
por lo tanto, tiene una unica solucion.

¢ Si no hay ecuaciones del tipo 0 = b y k < n, es decir, el nUmero de ecuaciones es menor que el
numero de incognitas, el sistema es compatible indeterminado y, en consecuencia, tiene infinitas
soluciones. En este caso, tenemos que separar las incégnitas principales de las no principales.

Pero, ¢cuales son las incégnitas principales? Se puede dar el siguiente criterio: Si el sistema es
escalonado y tiene k ecuaciones, las k primeras incognitas seran las principales y las n - k
restantes seran las no principales que pasaremos al segundo miembro como parametros.

METODO DE RESOLUCION DE CRAMER. REGLA DE CRAMER.

La regla de Cramer utiliza las propiedades de las matrices y sus determinantes para despejar, por
separado, una cualquiera de las incégnitas de un sistema de ecuaciones lineales.

REGLA DE CRAMER
Un sistema de ecuaciones lineales recibe el nombre de sistema de Cramer cuando se cumplen
las dos condiciones siguientes:

* El numero de ecuaciones es igual al numero de incognitas.

» El determinante de la matriz de los coeficientes (matriz del sistema) es distinto de cero
(det(A) % 0)

Un sistema de Cramer es, por definicion, compatible determinado, puesto que se cumple que
rango (A) = rango (A*) = n (n° de incAgnitas).

Consideremos un sistema de Cramer, es decir, un sistema de n ecuaciones lineales con n
incégnitas, cuya expresion general es la siguiente:

a, X, Ta,x, +a,x;+ ...+alnxn=h1
Ay Xt AN taytata,x =h
A X + A X A X+t a, X, = b,

ax ta,utasxtata,x =h

Sean A la matriz del sistema , entonces det (A) # 0.
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Llamaremos matriz asociada a la incégnita x;y la designaremos por A; a la matriz que se obtiene
al sustituir en la matriz del sistema la columna i por la matriz columna de los términos

independientes.

Es decir:

A)) Ay Apg "7 Ay T

aln

Ay Ayg Hyz = Ay T A,
A=Ay Ay, Ay Ay A

Ay A Ay 77 Ay T Ay,

)y A5 A3

b
Ay Ay A3 — by Ay,
b

A, = 8y Ay, Ay

1 7T Ay,

3 77 A

ay A, b — a,

Todos los sistemas de Cramer son compatibles determinados. El valor de cada incognita se
obtiene dividiendo el determinante de la matriz asociada a dicha incégnita por la matriz del
sistema (matriz de los coeficientes de las incognitas).

_ Det[4)
57T Det(A)

by oay a; - a,

by Ay ay - ay,

by Ay ag = ag,
X_h%% A
! Ay Ap Ay Ay,
) Ay By ™ Ay,

A A Ay ™ Ay,

Ay A A An

a; A, by ay,

a,; ay b, Ay,

a; a5, by a3,

[ e by oAy,
3 Ay Ap A Ay,
Ay) Ay Ay Ay,

A Ay Ay A,

Ay Ay Ay Ay,

i=1,23.,n

ag byoay -oay
a by, ay -oay,
a by oay - oay,
_o (A by A oAy,
2 ay A, ay oAl
Ay Wy Ay = Ay,
A Ay Ay Ay,
Ay Ay Ay 7 A,
ap ap a; —- by
A a, ay - b,
A Ay A - by
. _ (Wt by
’ *n Ay Ap Ay Ay,
Ay Ay Ay Ay,
) Ay gy ™ A,
Ay Ay Ay A,

.Se puede aplicar la regla de Cramer para resolver sistemas de ecuaciones lineales

compatibles que tengan mas ecuaciones que incégnitas?

La respuesta es afirmativa. Basta con obtener un sistema equivalente al inicial eliminando las
ecuaciones superfluas o dependientes (proporcionales, nulas o que sean combinacion lineal de

otras).

El procedimiento a seguir es el siguiente: Supongamos que tenemos un sistema de m ecuaciones
lineales con n incdgnitas, siendo m > n y tal que: rango (A) = rango (A*) = n. Por lo tanto,
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sobran m - n ecuaciones. Para averiguar cudles son las ecuaciones de las que podemos
prescindir, basta encontrar en la matriz de los coeficientes ( A ) un menor de orden n distinto de
cero, por ejemplo, el que utilizamos para averiguar el rango de la matriz A.
Las filas que intervienen en este menor son las que corresponden a las ecuaciones principales. Las
restantes ecuaciones las podemos suprimir.

Ejemplo:

Sea el sistema de ecuaciones lineales formado por dos ecuaciones con dos incognitas:
03x-2y=1
Hx +5y=3

Encontrar el valor de x e y mediante la regla de Cramer.

Empezaremos con el primer paso, que consiste en hallar la matriz ampliada A ' b asociada
al sistema de ecuaciones lineales:

03 -2 11
b= 1
ol 5 3

El segundo paso es calcular el determinante de A. Asi pues:

3-2
det 4= =15+2=17
I 5

Y el tercero y ultimo paso consiste en calcular las incognitas:

3
1

|
38
EETERRY,

W P
I 1
NN

[S—
[

—_
|
—
|

TEOREMA DE ROUCHE-FROBENIUS

¢El sistema tiene solucion, es decir, es compatible? En caso afirmativo: ¢ Tiene una solucién
o infinitas?

Para responder estas preguntas, una de las herramientas que podemos utilizar es la que
proporciona el Teorema de Rouché-Frébenius, cuyo enunciado es el siguiente:

Consideremos un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas, cuya expresion general es
la siguiente:
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a,x; ta,xX, ta,x, t.ta x =h
A X T ayX t At tax =h
Ay X T A X+ XK Tt A, X, = by

Sean A la matriz del sistema y A* la matriz ampliada del sistema (con los términos
independientes).

Ay Ay, A3 7 A, a, 4, a; — a, b,
Ay Ay Ay Ay, LR A Ay Ay b,
A= lag Ay a, Ay, A= jag ag, a;; - ag by
By Ao Ae ™ A, By Ao Ae A, by

La condicién necesaria y suficiente para que un sistema de m ecuaciones lineales con n
incoégnitas sea compatible es que el rango de la matriz de los coeficientes de las incégnitas (A )
sea igual al rango de la matriz ampliada con los términos independientes ( A* ). Es decir: rango
(A) = rango (A*).

Si el valor comun de los rangos coincide con el numero de incoégnitas, el sistema es compatible
determinado. Si, por el contrario, el valor de los rangos es menor que el nimero de incoégnitas el
sistema es compatible indeterminado.

En resumen:

« Si rango (A) = rango (A*) = n (numero de incégnitas), el sistema es compatible
determinado (tiene una unica solucién).

« Si rango (A) = rango (A*) < n (nimero de incégnitas), el sistema es compatible
indeterminado (tiene infinitas soluciones).

« Sirango (A) # rango (A*), el sistema es incompatible (no tiene solucién).

Un caso particular es el de los sistemas homogéneos, es decir, aquellos en los que todos los
términos independientes son nulos. Pues, en este caso, las matrices A y A* son semejantes a
efectos del calculo del rango, dado que la matriz A* es la matriz A a la que se le afiade una
columna de ceros, que podemos suprimir para calcular el rango. Por lo tanto, siempre se cumple
que rango (A) = rango (A*). Esto quiere decir que todos los sistemas homogéneos son
siempre compatibles.

Se cumple:

» Sirango (A) = n (humero de incégnitas), el sistema es compatible determinado. Tiene
una unica solucioén, que se conoce con el nombre de solucién trivial. Es aquella en la
que todas las incognitas son nulas.
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* Sirango (A) < n (numero de incégnitas), el sistema es compatible indeterminado
(tiene infinitas soluciones).

METODO DE LA MATRIZ INVERSA

Consideremos un sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas, cuya expresion general es
la siguiente:

a, X, ta,x,+ta,x+..+a,x =hb
X T Ayt agXt . ta, X =h
A X T A, X, tagX, + . ta, X =h

X T A, tat.ta,Xx =h
Hemos visto que este sistema se puede escribir en forma matricial del siguiente modo: A X = B.

La matriz A se llama matriz del sistema, es de dimension n x n y sus elementos son los
coeficientes de las incognitas.

La matriz X es una matriz columna, de dimension n x 1, formada por las incégnitas del sistema.

Por ultimo, la matriz B es otra matriz columna, de dimension n x 1, formada por los términos
independientes.

Es decir:

A A4, A3 A

Ay Ay Ayy Ayl | X, b,
AX=B < | 8, a4,/ X | = |b,

1ln

Ay A A A, (X, | |b,
Si el determinante de la matriz A es distinto de cero (det (A) # 0 ), la matriz A tiene inversa ( A™).
Por lo tanto, podemos calcular la matriz de las incégnitas X del siguiente modo:

AX=B < AlaXx=Al'B = XxX=aA!B

Es decir, para calcular la matriz columna de las incognitas ( X ), multiplicamos la inversa de la
matriz A ( A" ) por la matriz columna de los términos independientes, obteniéndose otra matriz
columna de la misma dimensién que X.

. Se puede aplicar el método de la matriz inversa para resolver sistemas de ecuaciones
lineales compatibles que tengan mas ecuaciones que incégnitas?

La respuesta es afirmativa. Basta con obtener un sistema equivalente al inicial eliminando las
ecuaciones superfluas o dependientes (proporcionales, nulas o que sean combinacion lineal de
otras).
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El procedimiento a seguir es el siguiente: Supongamos que tenemos un sistema de m ecuaciones
lineales con n incégnitas, siendo m > n y tal que: rango (A) = rango (A*) = n. Por lo tanto,
sobran m - n ecuaciones. Para averiguar cuales son las ecuaciones de las que podemos
prescindir, basta encontrar en la matriz de los coeficientes ( A ) un menor de orden n distinto de
cero, por ejemplo, el que utilizamos para averiguar el rango de la matriz A. Las filas que intervienen
en este menor son las que corresponden a las ecuaciones principales. Las restantes ecuaciones
las podemos suprimir.

. Se puede aplicar el método de la matriz inversa para resolver sistemas de ecuaciones
lineales compatibles indeterminados?

La respuesta es también afirmativa.

El procedimiento a seguir es el siguiente: Supongamos que tenemos un sistema de m ecuaciones
lineales con n incdgnitas, tal que: rango (A) = rango (A*) = k < n. Por lo tanto, sobran m - k
ecuaciones y, ademas, hay n - k incégnitas no principales. Para averiguar cuales son las
ecuaciones de las que podemos prescindir, y cuales son las incognitas no principales, basta
encontrar en la matriz de los coeficientes ( A ) un menor de orden k distinto de cero, por ejemplo,
el que utilizamos para averiguar el rango de la matriz A. Las filas que intervienen en este menor
son las que corresponden a las ecuaciones principales o independientes. Las restantes
ecuaciones las podemos suprimir. Las columnas que figuran en dicho menor corresponden a las
incégnitas principales. Las incégnitas no principales las pasamos al otro miembro y pasan a
formar un unico término junto con el término independiente. Se obtiene, de este modo, un sistema
de k ecuaciones lineales con k incégnitas, cuyas soluciones van a depender de n - k
parametros (correspondientes a las incdgnitas no principales).

EJERCICIOS

1) Estudia, aplicando el Teorema de Rouché-Frébenius, la compatibilidad de los siguientes
sistemas de ecuaciones lineales y, cuando sea posible, resuélvelos aplicando la Regla de Cramer
o el método de la matriz inversa:

a) Ix -4y+4z= -1 b) 2x-3v+ z=4 c) Ix+3y-22=2
X -yt+t2z= 5 X+ ¥y -2z=2 2x -2y+z=1
4x+3y+ z= 6 Sx-Tv+4z =4 Tx+7y-4z=10

2) Resuelve, aplicando la Regla de Cramer en los casos que proceda, los siguientes sistemas de
ecuaciones lineales:

a) xt+ yt+t2z=1 b) 6x -6y +2z=3 ) xt+ty-2z= 4
4x +2y+35z=10 Ix+2yv -4z =35 x+ty+3z= 3
2x -2y -52=6 Xx- yt+2z=1 Ix -y -8z=-2

Ix -8y+6z=3

3) Discute y, en los casos que proceda, resuelve utilizando el Método de Gauss, los siguientes
sistemas de ecuaciones lineales:

a) 2x - 2y+ z=2 b) 3x -2v+ z- t=6 ¢) x-2yv+ 3z=1
x+ 3y -2z=4 x+2y - z+2t=0 2x+3vy - z=-1
-x +13y -8z =8 22X+ 3y +22+3= 7 X-9%+10z=3

x-dy - £ -2t=-2

4) Resuelve, aplicando el método de la matriz inversa en los casos que proceda, los siguientes
sistemas de ecuaciones lineales:
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a) 2x+ 3y-6z=4 b) 2x -3v -d4z= 3 c) dx+3yv-5z= 4
Sx- dy+2z=3 I+ ¥y -9z=-9 2x -4y +2z=3
A+ Tv -8z=6 Ix-d4y -4z= 1 2x-Ty+iz=-1

5) Resuelve, aplicando el método que prefieras, los siguientes sistemas de ecuaciones lineales
homogéneos:

a) x+ y-2z=10 b)) x-2y+ z- t=0 ) Xx+2y -3z=0

2x - vy - z=10 2x- v+ z -2t=10 Ix -2vyv+ z=10
dx+3y + z=10 x+2yv-2z+ t=10 2x -4y +4z=10
dx- ¥ -2t=10 xto6y -7z=10
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