Sistema de Ecuaciones Lineales
Matrices y Determinantes (3° Parte)

Definicion: Sistemas Equivalentes
Dos sistemas de ecuaciones son equivalentes si y solo si tienen el
mismo conjunto solucién.

Teorema fundamental de equivalencia de sistemas.

Si en un sistema lineal de ecuaciones se realiza cualquier operacién (o
transformacién) elemental), entonces se obtiene un sistema equivalente.

Ejemplo:
i ) ) 2x-4y=0
Hallar el conjunto solucion al sistema S, = , para resolverlo efectuaremos las
6x+2y=14
siguientes transformaciones elementales:
Observacion importante: Cuando indicamos las transformaciones, nos referimos a las ecuaciones
del sistema inmediato anterior.
_ 2x-4y=0 S — x—=2y=0 oher g x=2y=0
6x+2y=14 6x+2y=14 Ox+14y =14
1 _ —
ﬁFl S4:{x_2y—0 2F+F S4:{x—2
y=1 y=1
Como los sistemas S5 y S1 son equivalentes, el conjunto solucion de Ss sera la
solucion del sistema original, es decir que Sol (S1)={(2,1)}

Veamos como desarrollar éste método usando matrices.

Definicion: Matriz del sistema y matriz ampliada.
Dado un sistema de m ecuaciones con n incégnitas:

a, X, +aynx, +...+a,x, =b

ay, X, +ayX, +...+a,,x, =b,

, llamaremos matriz del sistema A a la matriz que tiene

mxn ?

a,x +a,x,+..+a,x =b

mn--n m
a4y a,
, ay, Ay .. 4y , _
los coeficientes de este: A=| - ." |, y matriz ampliada (4 | b),
a, a, .. a,
a,  4p a, | b
. . ay Ay a, | b,
(de dimension m filas por n+1 columnas) a: (4 | b) = :
aml am2 amn bm
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Ejemplo:

2x+3y=4 . ) ) 2 3 . .
Sea § = tiene como matriz del sistema a: A= y matriz ampliada a:
Sx+6y=7 5 6

2 3|4
ao=[3 ¢|3)
7

5 6

Matriz escalerizada reducida.
Llamamos matriz escalerizada reducida a una matriz con las siguientes

caracteristicas:

1) Todas las filas a excepcion quizas de la primera empiezan con cero.

2) Cada fila tiene al comienzo al menos un cero mas que el comienzo de la
anterior.

3) El primer componente no nulo de una fila es 1.

4) La columna correspondiente al primer componente 1 de una fila tiene
como restantes elementos, ceros.

Ejemplos:
1 300
1 00
0 0|1 O
A=|0{ 1 O B=
0 0 o1
0 011
0 0 0O
Observaciones:
1) Cada escalon comienza con un 1, y su ancho puede ser de una o mas
columnas.

2) Debajo de los escalones se encuentran ttnicamente ceros.
3) Todo sistema (matriz) puede ser escalerizado mediante un namero finito
de operaciones elementales.

METODO DE GAUSS

El método de Gauss para resolver sistemas de ecuaciones, consiste en
efectuar operaciones elementales hasta obtener una matriz escalerizada
reducida del sistema.

e FEjemplo de Sistema compatible determinado. (S.C.D.)

2x-4y+6z=0 2 4 6|0
Sea el sistema S =44x+y+3z=9 = lamatrizampliadaes |4 1 3|9
X+2y+z=4 I 2 1|4

Recordemos que las transformaciones indicadas siempre estan referidas a las
filas de las matrices anteriores.

A continuacion se crea un 1 en la posicion a,;, multiplicando la fila por el inverso de a,,.

Si en ese lugar hubiera un cero se intercambia esa fila con otra.

(1 2 3]0
24 1 39
1 2 14
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Se crean ceros en el resto de la primer columna. (El proceso de ir llevando
cada columna a la forma descripta anteriormente recibe a veces el nombre de
pivoteo).
1 2 3]0
—2ith 510 9 919

_hn |0 4 2|4

En el primer elemento no nulo de la segunda fila, (a22=9), se creaun 1,
multiplicando la fila por el inverso de ax.

1 2 310
9" 5o 1 -1]1
0 4 2|4

Se crean ceros en la segunda columna:
—2BHR 10 12
01 -1]1
_ 6 (0 0 210

Se multiplica por su inverso al primer elemento no nulo de la tercera fila (as3).

Se crean ceros en la tercer columna.

—=F501 0 0]2
—5Bh 500 1 01
0 0 1|0
x=2
El sistema equivalente a la matriz anterior es { y =1 , de donde sol(S)= {(2,1,0)}
z=0
Nota:

El ntimero de escalones de la matriz ampliada, es el mismo que el de la
matriz del sistema, (o sea suprimiendo la tltima columna), lo que indica que
el sistema es compatible. Ademas todos los escalones tienen de igual ancho
una columna, lo que implica que en el sistema cada ecuacion tiene una
incégnita mas que la inmediata inferior, por lo que el sistema es
determinado.
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¢ Ejemplo de Sistema compatible indeterminado.

—x+3y+z=0
Resolveremos el sistema: < x+ y+z=-3
1 15
2x—y+—z=——
YT ETTY
-1 3 1] 0 1 3 -1 0 . 1 -3 -1 0
_F 12)
111—3~—'>111—3~{_2FF042—3~
1+ N
2—11—E 2—11—E 052—E
2 4 2 4 2 4
1 9
1 =3 1] 0 J—‘O 5173
lz 3F+F
L)o 1 1.3, 0 11 3
2 4 — Shh 2| 4
0 s 5115 0 0 0O
2 4
9
Xt—z=-—
2 4
La anterior matriz ampliada es correspondiente al siguiente sistema:q y + 5 z= —%
O0x+0y+0z=0

Al aparecer una identidad en el sistema, este quedara indeterminado, ya que tenemos dos ecuaciones

: . . L : . 1 3
con tres incognitas. Si se despeja la incognita "y", en la segunda ecuacion resultara y = _EZ -,

4

. . 1 9 . . . .
y en la primera ecuacion queda x = _EZ e La incognita "z", no puede determinarse, pudiendose

elegir libremente quedando x e y en funcion de ella.

Cada valor elegido libremente de z, determina una terna solucion. En virtud de que una de las

incognitas del sistema puede elegirse de este modo decimos que el sistema es COMPATIBLE

INDETERMINADO, con un GRADO DE LIBERTAD, Yy las infinitas soluciones, estan dadas
9 1

1 3
por las ternas | ——z——,——z——,z | conze R
2 4 2 4
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¢ Ejemplo se sistema incompatible
2y+2z=8
Observe el lector que el sistema {4x+8y-12z=2 es INCOMPATIBLE
-6x-12y+18z=6

Teorema de Rouché-Frobenius

Para todo sistema lineal S, de m ecuaciones con n incégnitas, con matriz del
sistema A, y matriz ampliada A | b, siendo p el nimero de escalones de A,y q
el namero de escalones de A | b, se cumple una y sélo una de las siguientes
opciones:

a) S es compatible determinado siy solo si p=q y p=n.

b) S es compatible indeterminado siy solo si p=q y p<n.

¢) S esincompatible siy solosip #q.
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