INTRO. MATRICES Y DETERMINANTES Prof. Gustavo Sosa

Las matrices se utilizan en el calculo numérico, en la resolucion de sistemas de
ecuaciones lineales, de las ecuaciones diferenciales y de las derivadas parciales.
Tienen también muchas aplicaciones en el campo de la fisica.

MATRICES

Una matriz es una tabla ordenada de escalares aj j de la forma

A1 Fz oo Fg
A2 Rzz o Gz
A gz v R

La matriz anterior se denota también por (aj J ), i =1, ..., m,j=1, ..., n, o simplemente por
(@j j ).

Los términos horizontales son las filas de la matriz y los verticales son sus columnas. Una
matriz con m filas y n columnas se denomina matriz m por n, o matriz m x n.

Las matrices se denotaran usualmente por letras mayusculas, A, B, ..., y los elementos de
las mismas por minusculas, a, b, ...

Ejemplo:

o _ _ {1 -3 4
La siguiente matriz es una matriz2 = 3 [EI c _2]
donde sus filas son (1, -3, 4) y (0, 5, -2) y sus

AONEHE)

CLASES DE MATRICES
Segun el aspecto de las matrices, éstas pueden clasificarse en:
Matrices cuadradas

Una matriz cuadrada es la que tiene el mismo ndmero de filas que de columnas. Se dice
que una matriz cuadrada n x n es de orden n y se denomina matriz n-cuadrada.

Ejemplo: Sean las matrices

12 -3
2 -3
A=4 0 sy B=|" ]
3 1 2z

Entonces, A y B son matrices cuadradas de orden 3 y 2 respectivamente.



Matriz identidad

Sea A = (gj J ) una matriz n-cuadrada. La diagonal (o diagonal principal) de A consiste en
los elementos @11, a22, ..., ann- Latraza de A, escrito tr A, es la suma de los elementos
diagonales.

La matriz n-cuadrada con unos en la diagonal principal y ceros en cualquier otra posicion,
denotada por I, se conoce como matriz identidad (o unidad). Para cualquier matriz A,

Al=1-A=A

Matrices triangulares

Una matriz cuadrada A = (aj J ) es una matriz triangular superior o simplemente una matriz

triangular, si todas las entradas bajo la diagonal principal son iguales a cero. Asi pues, las
matrices

18 3 -6

17 -2y o2 1 7

5 3 0—34]005—2
[0—1]002 000 &

son matrices triangulares superiores de o6rdenes 2, 3 y 4.

Matrices diagonales

Una matriz cuadrada es diagonal, si todas sus entradas no diagonales son cero o nulas. Se
denota por D = diag (d11, d22, ....dnn )- Por ejemplo,

2

son matrices diagonales que pueden representarse, respectivamente, por
diag(3,-1,7) diag(4,-3) y diag(2,6,0,-1).

Traspuesta de una matriz

La traspuesta de una matriz A consiste en intercambiar las filas por las columnas y se

denota por AT.

Asi, la traspuesta de



3 -1 4 3 2 4
A=12 5 Fles AT=|-1 5 D
4 0 9 4 -7 9

En otras palabras, si A = (aj J ) €s una matriz m x n, entonces AT = (aﬁ es la matriz n x
m. La trasposicidon de una matriz cumple las siguientes propiedades:

A+l =aT +BT.

[N

- (
2. aNT =4
3. (kA)T = kAT (si k es un escalar).
4. AB)T =BTAT,

Matrices simétricas

Se dice que una matriz real es simétrica, si AT = A; y que es antisimétrica,
si AT =-A.

Ejemplo:
Consideremos las siguientes matrices:
2 -3 5 o 3 -4 100
A=1-3 b 7|l B=|-3 0 5| C= 010
5 7 -8 4 -5 0

Podemos observar que los elementos simétricos de A son iguales, o que AT = A. Siendo
asi, A es simétrica.

Para B los elementos simétricos son opuestos entre si, de este modo B es antisimétrica.
A simple vista, C no es cuadrada; en consecuencia, no es ni simétrica ni antisimétrica.

Matrices ortogonales

Se dice que una matriz real A es ortogonal, si AAT = AT A =1. Se observa que una matriz

ortogonal A es necesariamente cuadrada e invertible, con inversa A'/I = AT.

Consideremos una matriz 3 x 3 arbitraria:

& Az &3
A=l b by
& Gz O3
Si A es ortogonal, entonces:
& &x g a B oo 10 0
AT =|h B Bl la B | =0 1 0]=1
o Ca Oy a; by g oo 1

Matrices normales



Una matriz es normal si conmuta con su traspuesta, esto es, si AAT = ATA. Obviamente,
si A es simétrica, antisimétrica u ortogonal, es necesariamente normal.

Ejemplo:
gea A4 =|° | Entonces
es =13 &l ntonces:

w3 (5- (5
w-(53 6 (5

Puesto que AAT = ATA, la matriz es normal.

OPERACIONES CON MATRICES

Suma y resta de matrices

Para poder sumar o restar matrices, éstas deben tener el mismo nimero de filas y de
columnas. Es decir, si una matriz es de orden 3 x 2 y otra de 3 x 3, no se pueden sumar ni
restar. Esto es asi ya que, tanto para la suma como para la resta, se suman o se restan los
términos que ocupan el mismo lugar en las matrices.

Ejemplo:
31 2 (-1 2 4
Seanlasmatrices A =0 5 3|y B=]|2 & &|. Entonces:
70 4 Vo1 -2
(3 1 2 -1 2 N (2 3 6
A+ B8 =048 -3|+]2 48 8|=1]|210 &
Y a1 -2 Vo1 2
3 1 2 -1 2 4 4 -1 -2
A e = |0&8 -3]-125 8=|-2 0 -1
04 o 1 -2 i -1 B

Para sumar o restar mas de dos matrices se procede igual. No necesariamente para poder
sumar o restar matrices, éstas tienen que ser cuadradas.

Ejemplo:
coma o (T2 oo 2 0), o f5 13
A T 276" o -3 )P YTl 0 2)
wepeoeT 2R 2 O AT 3T
+ B8 +ii= + + =

276 l0 -3 )l 127z 5 7)

a2 E 2 OL(E AT
EPYTl o 7 6o -3 )Tl o1 2)7Hs o1 g)



Producto de matrices

Para poder multiplicar dos matrices, la primera debe tener el mismo nimero de columnas
que filas la segunda. La matriz resultante del producto quedara con el mismo nimero de
filas de la primera y con el mismo nimero de columnas de la segunda.

Es decir, si tenemos una matriz 2 x 3 y la multiplicamos por otra de orden 3 x 5, la matriz
resultante seré de orden 2 x 5.

(2x3)x(3x5)=(2x5)

Se puede observar que el producto de matrices no cumple la propiedad conmutativa, ya
que en el ejemplo anterior, si multiplicamos la segunda por la primera, no podriamos
efectuar la operacion.

3x5 por 2x3,
puesto que la primera matriz no tiene el mismo nimero de columnas que filas la segunda.

Supongamos que A = (aj J )y B =(bj J ) son matrices tales que el numero de columnas

de A coincide con el numero de filas de B; es decir, A es una matriz m x p y B una matriz p
x n. Entonces el producto AB es la matriz m x n cuya entrada jj se obtiene multiplicando la
fila i de A por la columna j de B.

Esto es,
T 5‘1’& bﬂ bh.' b]_,._? 1 Cim
N a_..;ﬁ, . . . = . C.-"_,-" .
L R aw bﬁq b_.f}' bm C PP

donce C.-"_,-"= a_..'1b| _.-"+ a_..'zbz _.-"+"'+ a_,.k-bﬁf;

Ejemplo:

1.

ros) (& @ @) [raytsh ragtsh, rag +shy
R e )

T2y {1 1y (1-1+2-0 11+2-2Y 1 5
3 04) lo 2) 3 1+4.0 31+4-2) 13 11

¢ Producto por un escalar



El producto de un escalar k por la matriz A, escrito k'A o simplemente kA, es la matriz
obtenida multiplicando cada entrada de A por k:

kan REHZ Ram
kA =
kadg Kag ... Ko
Ejemplo:
. . 1 -2 3
|ATs 5 2
Entonces:

3,4:[ 31 31 3 3]=[3 -6 9]

34 3-8 3(2) 215 6

Division de matrices

La divisiéon de matrices se define como el producto del numerador multiplicado por la matriz

inversa del denominador. Es decir, sean las matrices Ay B tal que A/B = AB'1 :

Si una matriz esta dividida entre un escalar, todos los términos de la matriz quedaran
divididos por ese escalar.

Ejemplo:

g 1B
Sean la matriz A4 ={3 —E]’ y k=2 un escalar. En este caso

3 16
Afk‘[a —E]_[sz 15;‘2]_[ 4 B]
2 l3p e e -3

MATRICES INVERTIBLES

Se dice que una matriz cuadrada A es invertible, si existe una matriz B con la propiedad de
que

AB=BA=1

siendo / la matriz identidad. Denominamos a la matriz B la inversa de A y la denotamos por
Al

Ejemplo:



5 a=[? 2]y B[ ] Entonces:
upongamos A=|. [y B=| 5] Entonces:
AB-EE 3 5y [B-5 -1II|+1IZ|_1III_I
13 b 2 ls-3 0 -5 +8) 0 1)
AD= 3 -5 2 58] [ B-515-15) (1 D-I
A-1oz2) b3 l2+2 5+ 6) N0 1)
Puesto que AB =BA =1, Ay B son invertibles, siendo cada una la inversa de la otra.

Método de Gauss

Sea A = (gj J ) una matriz cuadrada de orden n. Para calcular la matriz inversa de A, que

denotaremos como A'/I , Seguiremos los siguientes pasos:

Paso 1. Construir la matrizn x 2n M = (A: ) esto es, A esta en la mitad izquierda de My la
matriz identidad / en la derecha.

Paso 2. Se deja tal y como esta la primera fila de M, y debajo del primer término de la
diagonal principal, aq 1, que llamaremos pivote, ponemos ceros. Luego se opera como se

indica en el siguiente ejemplo.
Ejemplo:
Consideremos una matriz 3 x 3 arbitraria

a1 Mz Az
A=lay 8z f

A3 F3x Fa

Paso 1.
LD iz Az 1 0 0
M:[A : ||j= A Fax Faz o1 0 l
5'31 332 5‘33 oo 1
Paso 2.
LT 2 13 : 1 1] 1]
O a8z -andz anfm ~dandy | anl-anl apl-ax0 & 0-a40
D ayag - @nde @nd; —@ndz ¢ oanl-anl anl-ayl apl- a0

El siguiente paso es igual que el anterior, pero esta vez se coge como pivote el segundo
término de la diagonal principal.



Al llegar al ultimo término de la diagonal, se procede igual que antes, pero poniendo los
ceros encima del nuevo pivote. Se observa que al coger como pivote el ultimo término de la
diagonal, la matriz A se transforma en una matriz triangular.

Una vez realizados todos los pasos, la mitad izquierda de la matriz M se convierte en una
matriz diagonal. En este momento hay que proceder a transformar, si es que no lo esta, la
mitad izquierda en la matriz identidad, dividiendo si fuera necesario las filas de M por un
escalar.

Ejemplo:

Supongamos que queremos encontrar la inversa de

1 0 2
A=]2 -1 3
4 1 8

1T 02 10 0 1 a 2 1 a a
m=12 -1 3 :0 10] ~ |0 -1-2.0 3-2-2 g-2 1-2.0 0
4 18 +00 7 o 1-4.0 8-4-2 o-4 a 1-0
T 0 24+ 10 0
~a -1 -1 -2 1 0], luego se coge como pivote & = -1,
o 1 0 i -4 0 1
1 0 2 : 1 a a
~|0 -1 -1 i -2 1 a
0 0 O-(-1 i 4-(-2) 0-1 -1-0
1 0 2 1 0 0
~l0 -1 -1 21 0]~
a o 1 B -1 -1

La mitad izquierda de M esta en forma triangular, por consiguiente, A es invertible. Si
hubiera quedado toda una fila con ceros en la mitad A de M, la operacién habria terminado
(A no es invertible).

A continuacion, cogemos como pivote a33, ponemos ceros encima de éste y seguimos
operando hasta que nos quede una matriz diagonal.

1 0 0 1102 2
~o -1 0 ¢ 4 0 -
a o 1y B -1 -

Ya que la matriz colocada en la mitad izquierda es diagonal, no hay que operar mas.
Transformamos la matriz diagonal en una matriz identidad; para ello hay que dividir la
segunda fila entre -1:



T oo -1 22
~|0 1 0 : 4 0 1
a o 1 B -1 -1

La matriz que ha quedado en la mitad derecha de M es precisamente la matriz inversa de
A:

11 2 2
Al=l-4 0 1]
E -1 -1

Para comprobar si el resultado es correcto, se procede a multiplicar AA'1 , teniendo que
dar como resultado la matriz identidad /.

Comprobacion:
a1 =

1 0 2 -1 22 -1+ 0 +12 2+0-2  2+0-12

2 -1 3 -4 0 1|=]-22+4+18 4+0-3 4-1-3|=
4 1 8 B -1 -1 -4 -4+48 B+0-8 g+1-8
100
=|0 1 0Of=1
oo

Ejercicio: operaciones con matrices

® Sean

2 4 i -1 -2 2.0 -1
A=|1 -2 3| B= 5 B|yC= -1 2
5 0 -1 o o 49 1 -2 A

a) ¢Qué clase de matrices son?
b) Calcular:
-A-B+C.
A+B -C.
3A + C/2.

c¢) Calcular:
(A-B)/C.

d) Calcular la inversa de A (A'1 ) y comprobar el resultado.
Resolucion:
a) Las tres matrices son cuadradas y de orden tres. A su vez, B es una matriz triangular, ya

que todas las entradas debajo de la diagonal principal son ceros, y C es antisimétrica
porque los elementos simétricos son opuestos entre si.



b)

2 1Y {2 -1 -2y {2 0 -1
e - A-B+0=-1 3l-lo 5 B|+«|0 -1 2]=
5 oo 9) 1 -2 5
2-3+2 -4+1+0 -1+2-1 -3 -3 0
=|-1-0+0 2-8-1 -3-6+2|=1-1 -4 -7|
5-0+1 0-0-2 1-9+5 -4 -2 -3
(2 4 1 c o -1
e A+B-0=|1 2 3|+|lo0 5 EB|-lo -1 2=
s 0 -1} \o 2 5
(2+3-2 4-1-0 1-2+ 1 f3 3 0
=l1+0-0 2+85+1 3+6-2|=|1 4 7|
[5-0-1 0+0+2 -1+9-5) l4 2 3

20 -1
24 ? :; g
* 3A+C2 =73 ] - =
5 0 -
B 12 3 1 0 -1 E+1 12+0 3-172
=l 3 -6 9|+ 0 -12 =] 3+0 -6-12  9+1]=

15 0 -3) bz -1 s52) lis+12  0-1 3452

712 572
=l 3 -132 10|
32 -1 -2

e Puestoque (A-B)/C=A-B- C'1 , calcularemos primero la inversa de Cy luego
haremos el producto.

2 0 -1 +1 00 2 0 -1+ 1 00
clo -1 2:i010f ~ o -1 2:i0 10 -~
1 -2 5 a o1 -4 11+ -1 0 2

10 o 4 0 .
~ o -1 2:01 0 ~ |03 0 ¢ -2 -11 4] ~
R B a o



¢ Dividimos la primera fila entre -6, la segunda entre 3 y la tercera entre -3 para que en la
mitad izquierda quede la matriz identidad,

100 -13 -2/3 13
~lo 10 -23 -1153 43
oo01: -3 -43 273

¢ Por lo tanto, la matriz inversa de C es:

-3 -2 13
c'=l-2/3 -3 473
-3 -473 273

¢ A continuacion, se calcula el producto de las matrices Ay B,

2 4 133 -1 -2 B 18 29
A-B=1 -2 3|0 & &6|=]3 -1 13},
5 0 -0 o 9 1% -4 -19

e Por ultimo, calculamos (A-B)-C'1 .
B 18 29 13 23 13
(4Bl cl=|3 -11 13 23 =113 473 =

15 5 -19)l-13 -4/3 273

(6 % 2 12 198 116 6 72 5)
3 3 3 3 3 i 3 3

3,213 6121 @ 3 M.%
=3 3 3 3 3 3 3 3 3l=

L

593 326/3 136/3
421 5
413 103 -a3m)

e Sacando factor comun 1/3, el resultado puede escribirse como:

59 326 136
(-8 -ct=13 |12 63 -15].
44 101 -43

d)

¢ Primero se construye la matriz M = (Ai l) y luego se va desarrollando por Gauss. Asi
pues:



2 4 1 ¢ 100 2 4 1+ 100
M=@ai0=11 -2 3 o 1 4a]l~j0 -5 5 ¢ -1 2 0]~
§ 0 -1 +00 1 a -20 -7 ¢ -5 0 2

2 4 1T+ 1 0 a
~|0 -B 5+ -1 2 af.
a 0 156 + 20 40 -16

¢ Se simplifica un poco para que las operaciones no sean tan costosas, dividiendo la
tercera fila entre cuatro. De este modo, se tiene

f2 4 14+ 1 0 O
~l0 -8 5 i -1 Z 0| yse continua calculando,
o 039 i &5 10 -4

1

(76 156 0 i 34 -10 4
~|0 -312 0 ¢ -B4 2§ 20
a o 39 5 10 -4}

L

Se vuelve a simplificar, dividiendo la primera fila entre dos y la segunda entre cuatro,

3} /B 0+ 17 -5 2 -3042 o 0 i -7 -1568 -54B
a -/ 0 -6 7 5]~ a -8 0 i -1B6 7 5
a o 39 5 10 -4 a o 39 i ] 10 -4)

¢ Puesto que ya ha quedado una matriz diagonal en la mitad izquierda de M, se procede a
transformar esta mitad izquierda en una matriz identidad, dividiendo la primera fila entre -
3042, la segunda entre -78 y la tercera entre 39,

100 ¢ 133 239 7/39
0 10 : 839 -778 -578|
00 1: 5/39 10/39 -4/39

Asi pues, la matriz que ha quedado en la mitad derecha es precisamente la matriz
identidad, que sacando factor comun 1/78 se puede escribir como:

2 4 14
Al=1rmmlie -7 5]
10 20 -8

e Para comprobar el resultado, la matriz inversa de A o A'1 , tiene que cumplir

an-1-

Procedamos a la comprobacion:



a 110 20 -8

24 N2 4 14
Axt =11 -2 3|16 -7 -5|1s78 =
5 -1

f2.2+4-16+10 2-4-4-7+20 214 -4-5-8
=12-216+3-10 4+2.7+3-20 14+2.5-3-8[1/78 =
5-2+0-10  5-4-0-20 5-14-0+8

(fa 0 O 1 00
=0 7/ o178 = |0 1 0f=1
I oo 1

L

MATR. Y SIST. DE ECUAC. LINEALES

La matriz ampliada M de un sistema de m ecuaciones con n incognitas es la siguiente:

1 e B 5
o= | fz B2, 1 By
e g o Amm B

Cada fila de M corresponde a una ecuacioén del sistema y cada columna a los coeficientes
de una incognita, excepto la ultima, que corresponde a las constantes del sistema.

Un sistema de ecuaciones lineales puede resolverse trabajando con su matriz ampliada,
especificamente, reduciéndola a forma escalonada mediante el proceso de Gauss.

Método de Gauss

Para resolver sistemas de ecuaciones lineales, se aplica el método de Gauss. Este proceso
se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo:

Sea el sistema,

¥ o+ 2y + r = 3
2¢ 0+ Ay - 1 = -4
Ix - 2y - z = 2

su matriz ampliada asociada es

¥ oy oz
1T 2 1 ¢ 3
205 -1 0 -4
i -2 -1 i 2



Ahora resolvemos por el método de Gauss sabiendo que la primera columna corresponde a
los coeficientes de la x, la segunda a los de la y, la tercera a los de la z y la cuarta a los
términos independientes:

® oy 0z ® ¥z xyz

1 2 1 3 1 2 1 12 3
2 5 -1 1 -4 |0 1—35—1III o1 - —m”
3 -2 -1 ;1 2 0 -8 -4 00 -28 i -B4

y ooz Xy
2 1% 3 1 2
1 -3 ¢+ -0 o 1
o1 i 3 0o

De este modo, el sistema tiene la solucion Unica

O . O =
— O O M
g

— O O
O O = k=

x=2,y=-1,z=3.

La resolucion de sistemas de ecuaciones lineales por matrices, aplicando el método de
Gauss u otros, es una de las multiples aplicaciones que tienen éstas.

Ejercicio: resolucion de sistemas de ecuaciones lineales por matrices

@ Hallar el valor de x, y, z, t en los siguientes sistemas de ecuaciones lineales aplicando
matrices:

a x+ y-2z+4t=5 B ox+ y- 2r+3t=14
e+ 2y -3 + t=13 2x+ 3Jy- 3z + =13
Jx + 3y -4z - 2 =1 Ex+7y+dz+ t=45

a) La matriz M asociada al sistema de ecuaciones es:

¥z ot ¥ oz

1 2 4 i 5 11 -2 4 1 &
23 1 :3 oo 1 71 7
3 -4 -2 0o 2 -14 i -14

La tercera fila se suprime, puesto que es mlltiplo de la segunda y resultaria una fila nula.
Asi, el sistema queda formado por dos ecuaciones con cuatro incégnitas:

¥ ¥z t

11 -2 4 i 5
I LU R R 4 |

oo 2 -14 i -14

La solucion del sistema es compatible e indeterminado, esto es, tiene infinitas soluciones.

x=-9-y+10t
z=7t-7 6 (-9-y+10t,y, 7t-7,1).



Dependiendo de qué valores se escojan para y y t, salen distintos resultados. Asi, para y =t
= 0 tendremos la solucion del sistema
x=-9,y=0,z=-7,t=0.

b) La matriz M asociada al sistema de ecuaciones es:

x oy oz ot ) x vy oz @t
112 34 11 -2 3 i 4
=123 3 203" lo1 7 -7 -8~

57 4 1 :8) ko2 14 <14 1 15
¥ ¥ oz ot )

11 2 3 4
“loo1 7 o7 o
0o 0o 0 -5

No hay necesidad de continuar calculando nada mas, puesto que la matriz escalonada ya
nos indica que el sistema es incompatible (SI), es decir, que no tiene solucion.
Especificamente, la tercera fila de la matriz escalonada corresponde a la ecuacion

Ox+0y+0z+0t=-5

obteniendo como resultado 0 =-5, que es absurdo. Por lo tanto, decimos que no tiene
solucion.

Prof. Gustavo Sosa



