Logaritmos

Definicién: Logaritmo de a en base b

Dados aeR, a>0
beR, b>0, b#1

]ga=x S b'=a
b

Si bien es cierto que para a = -8 y b = -2 existe x = 3 que verifica (-2)’ =-8,
a=-16y b=4no existe x € R tal que 4*=-16.

Estudiemos la existencia de los siguientes logaritmos:

N g (x-2)
Para que el logaritmo esté definido debe cumplirse:
x-2>0 = X>2
¥
2x-5>0 = 2x>5 = x>g
Y

2x-5#1 =3 X#D

Como se deben satisfacer las tres condiciones, basta con intersectar:

A={; xe R, x>2}

2
B:{x;xeR,x>g} 5/
2
C={x xe R, x#3} \é
AnBNC 5'"77 v =
2
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Por lo tanto, existe 'gw(x—Z) cuando x es mayor que g y distinto de 3.

Simbdlicamente, lo escribimos:

. 2
3» IQM(X 2) © X>5 Y X#3

condiciones de existencia x >£2) y x#3

2) Ig_m(x -6y

El logaritmo existe si: (x-6)*>0 <& x#6
X+2>0 & x<2
X+ 2#]1 & x# 1
Esto significa que:
3|@H2(x—6)2 S x<2 y x#1

- condiciones de existencia: x<2 y x#1 |

3) lg_(-x*+ 8% +9)

Deben cumplirse simultaneamente: -x*+&x2+9 > O
x+2>0 e x>-2
X+2#]1 < x#w -

Para hallar las raices de (-x* + &x? + 9), consideramos el cambio de variabl
u =x?, con lo cual:

-w+8u+9=0 & u=9 6 u=-1

Por lo tanto: x=+v9 osea x=x3
RV 2 - + 0
59 (-x* + &x*+ 9) _% -

De lo que deducimos  x*+8x2+9>0 & -5<x<d




A ={x; xeR, -3<x<3} 3/ AN

3
B = {x; xeR, x >-2} 2/
C={x;xeR, x#-1} Y
ANBNC . .
Por lo tanto:

Eil@ 2(—x“+8><2+9)4i> 2<x<3 y x#-1

Condiciones de existencia: -2 < x <3 y x#-1

4) Calculemos algunos logaritmos:

D) 14327 =3 ya que % =27

2) ]@% or=-6 ya que (3)y° =64

) |@255 = % ya que 25t =5

4) |@61=O ya que 60 =1

5) Igm1&=1 ya que B =18

0) |@6..51_6= 2 ya que (62 = 51_6

7) 10.1§19% =60  yaque 106 = 1—8—:162

&) |g52& -a con o€ [2, 3)ya que B2 < 28 < 5°

Intenten Uds. aproximar o con error menor a
0,01 mediante aproximaciones decimales

sucesivas

o) %5 -

Como ocurre muy a menudo, la aplicacion directa de la definicidn, es poco

atil a 1a hora de realizar célculos.
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Para verificar esta propiedad, usamos la definicion de logaritmio:
b'=b o lip=1
b

lgfl-.:o

Demostracion a cargo de ustedes.

Por definicién:

1
(@"¥=a igualdad que se verifica por propiedad de la potenciacién.

4) ]gb(a - G) = lgba + lghc

Demostracion:
Llamemos: o= lg a & b*=a
definicion
= lg c e - ph=g
b definicién

Multiplicamos miembro a miembro:  b%*.bf=a.c

® b=ac ol@o=a+

Sustituyendo los nimeros o y B, se concluye:

B@-c)=lga+lge




5) lgb(a 10) = lg]a - ]gfé

6) lg (lk = k . lgla con kE R

[

Para demostrarla, llamemos a=fa & b*=a

b definicién

Elevemos ambos miembros de la igualdad a la potencia &:

(b(x)k=ak o lg d=o.k

b* =" =
L b

definicion

Al sustituir o, concluimos que: ]g ak=k. lg a
b b

7) ]g Va" =1 . ]ga nez, meN*| cuando k = =

b m b E

lg B3 = |y 343°- It 343% 3.3-1.3=4

343} 3
Prop..S de Prop. 6y 7
logaritmos delogaritmos
lg a . .
9) lga =2~ — > propiedad de cambio de base
% lgb

2 v

Para demostrarla, llamemos

Por definicién: C=a.  y P=b

Sustituimos b, en la primera igualdad

del renglén precedente (cPr=a
Por propiedad de la potencia: T ciaet -
que por definicion de logaritmo: lg a=op
A lga
itui : =lta.lo - P
Sustituimos o y B: lgca ]bha locb 2 1bba Ies

Para justificar esta propiedad, llamemos o = 1g’a

Por definicién de logaritmos b*=a

En esta dltima igualdad, sustituimos o, concluyendo que: b &7

Realicemos otros calculos:

4

1) |@2781 :|@535 = 4.!@535 4.4
Prop.6de  Prop.3de
logaritmos  logaritmos

) _ |y 69120 _
2) lg 6912019 320 = I 69120-1g 216 - 5

Prop. 5 de
logaritmos
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EjCI’CiCiOS 5. Estudiar existencia de los siguientes logaritmos:
D g G 2) g o4 3 B, bl
1. Calcular: " lg% Gr12) 5) ]gl\_m(x_z)z 6) lgm] (2x+1)
2 [g% 2l D 8 3 & 3% 7) Iy (5+0)(x-6) 8) lcisoed9) 9 I @xe10)
4) lgo4 5) Ig]%11331 6) I 125" 10) 15;\”(-.@ 1)l (47x6) 1Dl (3r4Te47x
7 g 8) lg%ﬁzs 9) I 256
' ecuaciones logaritmicas
2. Calcular, aplicando propiedades:
D g /s 2 g 3 gl
5 lgsﬁﬁ 5 lg;g 6 ]g Resolvamos las siguientes ecuaciones:
., lgﬁ . ]gs[s.mg]s . lg{(“) y 1) lg@(x-n + l@5(x+5)2 g
10) lgzﬁ ll)lg_a%] 12) lgz_GTz Estudiemos previamente la existencia de los | i
e O S 7l i e

4. Demostrar, usando propiedades:

1) ]gvg =n-lga
2) b =lia
3) ]g{;\/g =lga

4 a-lp=1

A x+3r & x+5750 & xz-3
condiciones de existencia: x > 1
Transformemos ahora la ecuacion, en otra mas manejable:
Por propiedades de los logaritmos:

2, |g5(x -1) + 2 |@5(x +3) =2
Cancelamos
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|@5(x-1) + |@5(x+5) = ]

Aplicamos propiedad 4)
.(x-1) (x+3) = 1

Por definicién:  (x-1)(x+3) = 5
Operando: +2%-8 =0 & x=-4 6 x=2

iUna observacion importante!
{-4, 2} es el conjunto solucién de |@ (x-1)(x + 3) =1 ya que este logaritmo exis
cuando: (x-)(x +3) >0 osea x<-3 6 x>1.

Sinembargo, es {2} la solucién de la ecuacion planteada inicialmente, ya que -4
cumple con las condiciones de existencia.

Se desprende de esto la necesidad del estudio previo de la existencia, o en
defecto, laverificacion de los ndmeros hallados enla ecuacion original, para deci
si pertenecen o no al conjunto solucion.

En resumen, el conjunto solucion de l@@(x-n + |@5(x +3)°=2 es 5={2}

2) (x +2) - lgx+2(-4x2 +1)=0

Aplicando la propiedad hankeliana, debe cumplirse:
X+2 =0 = x==2

4

o)
I@ 2(~4x2+1)=0<=> 4l+1=1 & x=0

Los posibles valores son x = -2 6 x=0.Decidamos si pertenecen o ho ala soluci o
verificando en la ecuacion original:

si x=-2 Al (4f+1) - 2es

si x=0 “*0+2).lg1=2.0=0

La verificacion realizada indica que S = {0}
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ejercicios

1. Hallar el conjunto solucién, de las siguientes ecuaciones:

D) 1g2x=4 2) 1g8(3x-4)=1 3) lg}(5x+6)=—1
4 R@x3=2 5) lga9=2 6 I 102=1
7 g 175=2 8) lgx=-3 9 I @wi2=

10) g x+6)=-1 1) f@x6=-3 12l (68-x=2

2

13) ]gxz+l(-x“+x3+8x2+x—1)=2 14) lgn(x-1)=4 15) lgmdlzxx—j}‘ =0

2. Resolver las siguientes ecuaciones, aplicando propiedades:

)l (e + lg2(3x+9)2 -41g x(+5) =g 36
2) lgzsx . lgsx -yl 27=3

27

3) xlgs(x-26) =3
4) lg2J5x+8 + lg4(2x+3) = lg23 +lgs
5 lg 81=4

) glg 5

Ug.t

6) [y (7x-9Y +21g3x-4)=2




