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ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS!

Se da la relacién entre dos conjuntos mediante el siguiente diagrama:

i) Observa la correspondencia con atencion y agrega en el conjunto de partida tres elementos
y sus correspondientes en el conjunto de llegada.
ii) Describe el conjunto de partida y el de llegada y asignale un nombre a cada uno.
i) La relacién que estamos analizando, ¢es una funcién? Si asi lo fuera, ¢con qué nombre la
bautizarias?

Definicion

Dado un conjunto A, A = @, decimos que * es una operacion binaria definida en A,
siy sélo si, * de A X Aen Aes una funcion.

Simbélicamente:

* es una operacion binaria definida en A(A = @) < *: AX A— A es una funcién

De esta definicidn se deducen dos propiedades muy importantes:

e Unicidad. el resultado de operar dos elementos de A es Unico.
®  Clausura: el resultado de operar dos elementos de A es otro elemento de A.

Si retomamos el ejemplo inicial, seguramente acordaremos que la funcién descrita la podemos
llamar adiicién y designarla con el simbolo "+". Tiene como dominio el conjunto N x Ny como

codominio el conjunto N.

+:N x N — N es una operacién binaria definida en N: el resultado de sumar dos elementos de
N es un Unico elemento de N.

Consideremos (7,8) e Nx Ny 15 e N.

Como (7,8) —— 15, escribimos 7 + 8 = 15

Cuando definamos en forma genérica una operacion en un cierto conjunto A, utilizaremos
letras mindsculas de nuestro alfabeto (a, b, c,..) para representar los elementos de Ay un
simbolo arbitrario para designar a la operacién (x, #, !, ¢, A, ..).

! Para la elaboracién de este material se tuvo en cuenta el repartido Estructuras Algebraicas del curso
2008 de Fundamentos de la Matemdtica.
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Investiga si las siguientes relaciones corresponden a operaciones binarias definidas en los
conjuntos que se indican en cada caso:

1) * definidaen A= {0, 1, 2}, tal que:

N (= O *
o|nv(O(O
= O|N |-
N = ON

a+b
2

3) O definidaen Q, tal que: a & b=a+ b-ab

4) Division entera definida en N: dados a € N (dividendo) y 6 € N, b = 0 (divisor), llamamos
cociente (¢) y resto (r) de la divisién entera a dos nimeros naturales que cumplen:
Ya=bc+ ry ii)r<b.

2) # definidaen Z, tal que: a# b=

Ya sabemos que en el conjunto de los nimeros reales se define mds de una operacidn (adicién y
multiplicacion, por ejemplo) y que esas operaciones cumplen varias propiedades.

5) Considera la adicién definida en R e investiga qué propiedades cumple.

Enunciaremos ahora algunas propiedades de las operaciones binarias. Una operacién binaria
puede, eventualmente, no cumplir ninguna de ellas.

Propiedades de las operaciones

Consideramos un conjunto A, A = &, y * una operacién binaria definida en A.
Asociativa

* es asoclativa o ¥a,ae A Vb, be A, Yc,ce A, ((a* b) *c=ax (b * )

6) Investiga en las actividades 1) a 4), en aquellos casos en que la relacién definida es una
operacion binaria, si se cumple esta propiedad.

Existencia del elemento neutro
Existe neutrode * & e, ec A,Va,ac A, (a*e=e*a= a)
Observa que para que un elemento sea neutro de una operacién, exigimos que lo sea a derecha

y a izquierda; usualmente decimos que el neutro es bilateral.

7) Investiga en las actividades 1) a 4), en aquellos casos en que la relacion definida es una
operacion binaria, si se cumple esta propiedad.
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Existencia del elemento simétrico

Para cada elemento de A existe simétrico < Va, ac A, 3a',d € A, (a*ad =a * a= e), siendo

e el elemento neutro de la operacion *.
Notacién: Al elemento simétrico de a lo escribiremos a'

Observa que para que un elemento sea simétrico, exigimos que lo sea a derecha y a izquierda;
usualmente decimos que el simétrico es bilateral.

Como recordards, para el caso de la adicidn al simétrico (si existe) se lo denomina opuesto, y
para el caso de la multiplicacién al simétrico (si existe) se lo llama /nverso.

Conmutativa

* es conmutativa < Va,ac A, Yb, be A, (ax b= b * a)

8) Investiga en las actividades 1) a 4), en aquellos casos en que la relacién definida es
una operacién binaria, si se cumple la propiedad existencia del elemento simétricoy la
propiedad conmutativa.

9) Dado el conjunto A = {1, 2, 3, 6} y la relacién ¢ : A x A - A tal que
a ¢ b= MCD(a, b).
i) Representa la relacién en una tabla.
ii) Investiga si ¢ es una operacién definida en A. Justifica tu respuesta.

En caso afirmativo, analiza si ¢ cumple con las propiedades, conmutativa, existencia de
neutro y de simétrico.

Consideramos ahora un conjunto A, A = &, y dos operaciones binarias definidas en A: xy e,
Distributiva

Diremos que la operacién e es distributiva respecto de = & Va, ac A, Vb, be A, V¢, cec A,

(ao (b c)=(ae b)x(ae)r((brc)ea=(bea)x(cea)

10) a) La operacidn interseccién (N), ¢es distributiva respecto de la operacién union (U)?

Y la operacién unién (U), ¢es distributiva respecto de la operacidn interseccion (N)?

b) En el conjunto de los reales, ¢la multiplicacién es distributiva respecto de la
adicién? Y la adicidn, ¢es distributiva respecto de la multiplicacién?

Las propiedades de la adicion en R que enunciaste en la actividad 5) son, en general, conocidas

por todos. En lo que hemos trabajado hasta ahora, parece que estas propiedades siempre se
cumplen; entonces, ¢cudl es la importancia de ellas? Todas las operaciones definidas en
cualquier conjunto de objetos matemdticos, ¢las cumplirdn siempre? Y si es asi, ¢para qué las
enunciamos cada vez?

Si te pidiéramos resolver en R la ecuacién: x + 3 = 7, seguramente llegarias a que x=7 — 3;

por lo tanto el conjunto solucién de la ecuaciénes S={4}.

¢Cudles son las propiedades que, en forma tdcita, permitieron resolver la ecuacién?
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x+3=7 R
+ es operacidn binaria (unicidad)
y cancelativa de la adicién

& (¥x+3)+(-3)=7+(-3) Asoﬁﬂva
de la adicién

o x+@B3+(3)=7-3 e
Existencia de opuesto
de la adicion

= x+0=7-3 &
Existencia de neutro
de la adicién

s x=4

Por lo tanto: S={4}.

Como la adicion es una operacion binaria definida en el conjunto de los nimeros reales que
cumple estas cuatro propiedades, puedes pasar de la primera ecuacién a la dltima. Si alguna de
estas propiedades no se cumpliera, tendriamos que ingeniarnos para resolver la ecuacién de
otro modo ya que no podriamos “pasar para el otro lado".

11) Se considera el conjunto H={A, B, €, 2} y la operacién interseccién (N) definida en H,
siendo A ={0, 1}, B={0}y c={1}.

a) Construye la tabla de la operacion:

Q N W X |D

b) Investiga si la operacién interseccién definida en H, tiene elemento neutro.
c) ¢Todo elemento de A tiene elemento simétrico segln la operacién interseccion?
d) Resuelve en Hlas siguientes ecuaciones: i) AN X=A ii) BN X= A~

Volvamos a terreno conocido. Sabemos que en el conjunto R la operacién adicién (+) tiene
elemento neutro (el 0) y que este es (nico. Veamos una posible justificacién:

Teorema: unicidad del neutro
Dado A, A = @, y * una operacion binaria definida en A.

Si existe neutro de *, entonces es Unico.
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Dem: Supongamos que existen e y e, ambos neutros de =*:

por ser e; neutro: e * e;= e * e = €

f— e = e
* es operacién
binaria (unicidad)

por ser & neutro: exxe=e *e=¢e
Algo similar sucede con la unicidad del elemento simétrico:

Teorema

Dado A, A = @&, y * una operacién binaria definida en A4, que cumple la propiedad asociativa.

Si existe simétrico de a(a € A), entonces es Unico.

12) Demuestra el teorema anterior.

En un conjunto no vacio se pueden definir una o mds operaciones, y dichas operaciones pueden
cumplir determinadas propiedades. De acuerdo a las propiedades que cumplan, se dird que el
conjunto con la o las operaciones, tienen determinada estructura.

Grupo

Definicion

Dado el conjunto &, 6 = &, y una relacién = de & x Gen &, diremos que (&, *) es un

grupo, si y sélo si, * es una operacién binaria que cumple las propiedades, asociativa,
existencia del elemento neutro y existencia del elemento simétrico.

Simbdlicamente:

* es una operacién binaria en &

* es asociativa

Existe elemento neutro de *

Para cada elemento de & existe su simétrico

(6, *) es grupo &

13) Investiga si (N, +), (Z, +), (N, .) y (Z, .), son grupos. Justifica tu respuesta.
14) Sea la operacion © : Z x Z — Z tal que a® b= a— b. ¢Es (Z, Q) grupo?
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Propiedades que se cumplen en una estructura de grupo

Se consideran el conjunto &, & = @,y * una operacion binaria definida en & tal que (&, *) es
grupo.
NVaaec6 (a') =a
2) * cumple con la propiedad cancelativa:

* es cancelativa < Va, ae 6,Vb, be 6, V¢, ce 6,

(asb=axc—b=)A(brxa=cr a— b=c)

3)Va, ac 6,Yb, be 6, ((ax b) = (b +a'))
4YVa;, a;e6,InneN,(a *a*.. *a,) =(a)y * ... *ady*ayp))

5) Si ees el elemento neutrode « = (p* p=p < p=e)

Definicion

(6, *) es grupo
* es conmutativa

(6, %) es grupo conmutativo o abeliano < {

Aplicaciones a las ecuaciones:

I) (6, *) es grupo. Resolveremos en & la ecuacién: a* x= b

a*x=>b o
+ es operacién binaria (unicidad),
existencia de simetrico
y cancelativa de *

o a'*(axxX)=a'*b o
Asociativa de

o (a'xa)x*x=a'*b =
Existencia de simétrico

=3 exx=a'*b =
Existencia de nheutro de *

o x=a'*b
Por lo tanto: S={a'* b}

15) (6, *) es grupo. Resuelve en & la ecuacién: x = a= b

De la aplicacién anterior y de la actividad 15), podemos enunciar una sexta propiedad que se
cumple en una estructura de grupo:

6) Si (&, *) es grupo, las ecuaciones a* x= b y x* a= b tienen una Unica solucién.
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16) Como habrds observado, si bien estas ecuaciones tienen solucién Unica, éstas no
son iguales. ¢Qué se deberia cumplir para que fueran iguales?

IT) (6, ) es grupo. Resolveremos en & la ecuacién: a* x* b* ¢ = b. Como sabemos que se
cumplen las propiedades de grupo podemos resolverla asi:

asxxbxc=5h
xtbxc=a'*b
xxbhb=a'x=b*c'

t ¢ 02

xX=a'xbxc'sph'
S={a'*bxc'*b'}

t 8 ¢0¢

17) Si en el ejemplo anterior, (&, *) es grupo abeliano, ¢se puede reducir la solucién?

18)Sea P={x/x=2nnecZ}elI={x/x=2n+1, ne 7}
i) Investiga si (P, +) e ( I, +) tienen estructura de grupo.
ii) Considera el conjunto £= Pu I. ¢Es (£, +) grupo? Justifica.

iii) Decide y justifica si la siguiente proposicién es verdadera o falsa:
((Au B), v)esgrupo = (A, »)y (B, ¥) son grupos.

Anillo

Definicion

Dados el conjunto A, A = &, una operacién binaria * definida en Ay una relacién
e de A x Aen A, diremos que (A, =, ®) es un anillo, siy sdlo si, (A, *) es grupo
abeliano, e es una operacién binaria que cumple la propiedad asociativa y ademds

se cumple que e es distributiva respecto de *.

Simbdlicamente:
(A, *) es grupo abeliano
_ ® es una operacion binaria en A
(A, #, ®)esanillo & o
® es asociativa

® esdistributivarespecto de *

Notacién: Si (A, =, ®) es anilloy a € A, escribiremos Op(a) al simétrico de aen la operacién .

19) En cada uno de los siguientes casos, investiga si estamos frente a un anillo:
i) (Z, +. )
ii) (Z, *, »), siendo * y ¥ dos operaciones binarias definidas en Z tales que:

a*b=a+b+1y avb=a+ b+ ab
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Propiedades que se cumplen en una estructura de anillo

Se consideran el conjunto A, A = &, y dos operaciones binarias * y ® definidas en A, tales que

(A, =, ®)esanillo.

1) Propiedad de absorcion: Va,ac A,a® e= ¢ ® a= e (siendo e el neutro de *).
Terminologia: habitualmente a e se lo denomina elemento absorbente de la operacion e.

2)Va,ae A,Yb, be A Op(a) ® b= a e Op(b) = Op(aeb).

3)Va, a€ A, Vb, be A Op(a) ® Op(b) = aeb.

Anillo sin divisores de cero

Definicion

(A, *, @) es un anillo sin divisores de cero, siy sélo si, (a® b) = esi a= ey b= e siendo

e el elemento neutro de la operacidn *.
Simbdélicamente:

El anillo (A, =, ®) no tiene divisores de cero <

Va,ac A,Vb,be A (a=enb=ec— aeb=e)

20) Da ejemplos de anillos sin divisores de 0. Recuerda que en el liceo viste unos
cuantos.

Otra forma de enunciar esta propiedad es:

El anillo (A, *, @) no tiene divisores de cero <
Va, acA Vb, be A (aeb=e—a=eV b= ¢e),
siendo e el elemento neutro de la operacién *.

Esta dltima, se denomina en general, propiedad Aankeliana.

Observacion: la propiedad hankeliana es la reciproca de la propiedad de absorcién. iAmbas
propiedades no son equivalentes!

O sea que el anillo (A, *, ®) tiene divisores de cero <

Ja,ac A 3bbcA(a=enb=enaeb=c¢)

21) Trabajaremos con una matemdtica distinta: la matemdtica del reloj.
Si te preguntan cuanto es 11 + 16 seguramente contestards 27.

Pero si te preguntan: son las 11, dentro de 16 horas, ¢qué hora serd? En este caso no vas
a decir que son las 27 sino que son las 3. Es decir, en la matemdtica del reloj
"11 + 16 = 3" y vamos a escribirlo asi 11 & 16 = 3 para que no haya confusién.
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Para facilitar el trabajo usaremos un reloj “mds chico” de sélo seis nimeros:

Tenemos entonces el conjunto /= {0, 1, 2, 3, 4, B} y definimos en él las relaciones ® y ® a
través de las siguientes tablas:

01234 (012|345
0/0|1]2]3]|4]|5 0/0|0]O0 0|0
1123 ]4|5]|0 1]0]1 3 5
2|2 0 2,02 |4 2

3 3|0 0/3]0]3
4 2 4 2 412
5 1 4 5 4 13 1

a) Observa cada tabla, busca el patrén de construccion y complétalas.

b) Investiga si @ y ® son operaciones en H.

c) Asumiendo que ® cumple la propiedad asociativa, investiga si (4, ®) es grupo abeliano.
d) Asumiendo que (H, @, ®) es un anillo, investiga si tiene divisores de cero.

Propiedad cancelativa de e en el anillo (A4, *, e)

aesb=aecraze =>b=c

® es cancelativa < { , siendo e el neutro de la operacion .

bea=ceara+ze =>b=c

Teorema
Un anillo (A, *, ®) no tiene divisores de cero, si y sélo si, se cumple la propiedad

cancelativa de e.
Directo:

Demostraremos que si (A, *, ) anillo sin divisores de cero, entonces:

1) bea=cearaze - b=c
2)aeb=aecra+re - b=c

1) Dem:
bea=cea
(A, *, ) anillo
*
(b * a) i Op(C * a) =€ Op(x'y)=:0>p(x)°y (b * a) : (Op(C) * a) =€ Prop. dis‘rr:it?uﬁva de e
respecto de .
(b #0p(c))ea=e = b =0p(c)=e = b=c

Prop. hankeliana (a=e) (A, *, ®) anillo
-

Actividad: Indica cudles son la propiedades del anillo (A4, *, ®) que se han utilizado en (%).

2) Andlogamente se demuestra:aeb=aecra+e > b=c
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Reciproco:

Si en un anillo (A4, *, e) se cumple la propiedad cancelativa de e, entonces el anillo no tiene
divisores de cero.

Dem:

Una forma de demostrar que el anillo (A, *, o) no tiene divisores de cero es probar que se
cumple la propiedad hankeliana:

Seanac Ay be A,siae b= e pueden pasar dos cosas: b=e v b=e
Si b= e ya estd demostrado
Si b+ e probaremos que a= e

Ve, ceA coeb=(ceb)re = coeb=(ceb)*(aeb) = ceb=(cxa)eb
asb=e Prop. distributiva de
respecto de *. A =
bxe

c=c*a = a=e
Prop. cancelativade ® por H)

()
Actividad: Explica cémo se aplica la hipétesis en (o).

Anillo conmutativo

(A, *, ®) es anillo

(A, *, o) es anillo conmutativo < .
® es conmutativa

Anillo conmutativo con unidad

Definicion

(A, =, ) es anillo conmutativo
e tiene elemento neutro

(A, =, #) es anillo conmutativo con unidad < {

Dominio de Integridad

Definicion

Todo anillo conmutativo con unidad y sin divisores de cero se denomina dominio
de integridad.

22) Investiga si (P, +, x) es un dominio de integridad, siendo
P={x/xel, x=2h hel}
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23) Dado el conjunto A= {1, 2, 3, 4}. Se definen las relaciones ® y ® de la siguiente
manera:
. XQy=x+y si x+y<4
{x@y:x+y—4 si x+y>4

* x® yesigual al resto de dividir x.,yentre 4; siendo xe yelementos de A.

a) Construye la tabla de doble entrada para @ y ®.

b) Investiga si ® y ® son operaciones definidas en A.

c) Investiga, si corresponde, si (A, ®) y (A, ®) son grupos.
d) ¢Es (A, ®, ®) un anillo?

Cuerpo
Definicién

Dado el conjunto K, K = &, (K, =, ) es un cuerpo, siy sélo si, (K, *, ) es un anillo conmutativo
con unidad, tal que todos los elementos de K (excepto el neutro de la primera operacion)
tienen simétrico respecto a la segunda operacién (al simétrico de arespecto de la operacién e,

lo notaremos: Inv(a)).
Simbélicamente:
(K, *,9)es anillo conmutativo con unidad

(K. *, o) esun cuerpo « Iyg g e K —{e},3 Inv(a),Inv(a) € K,(a ® Inv(a) = Inv(a) ® a = n)

siendo e neutro de la operacién * y n neutro de la operacién e

Teoremas

1) Los cuerpos no admiten divisores de cero.
2) En todo cuerpo se cumple la cancelativa de ® para elementos distintos del neutro de *.

3) Si b = e, la ecuacién b e x = a, admite solucién dnica en K siendo e el neutro de la
operacién *.

4) Op (Inv(a)) = Inv(Op(a)), ¥ a€ K, a= e; siendo e el neutro de la operacidn *.

24) Investigasi (Z, +, - ), (Q, +, ) son cuerpos.
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Al que no quiere sopa, dos platos

1) Se consideran los conjuntos A= {0, 1}, B={0}, c={1}y @.
a) Construye las tablas de las siguientes operaciones:

ulda B ¢ o nlA B ¢ o -|A B ¢ o
A A A
B B B
c c c
%) %] %]

b) Aplicando la parte a), resuelve:

DAUX=A i)BUX=B ii)CUX=B WVA-X=0 VW(A-X)NB=2.

2) Completa la siguiente tabla sabiendo que corresponde a una operacién binaria con neutro y
conmutativa. ¢Cudntas soluciones hay?

| a b c
a a

b ¢
¢ | a

a+b

2
Investiga si se ftrata de una operacién y, en caso afirmativo, estudia si es asociativa
conmutativa.

3) En el conjunto Q se define ! tal que a!b =

4) En N se definen las operaciones =y * talesque a * b=a+ 2by a*b=2ab

a) ¢Son conmutativas?
b) ¢Son asociativas?
c) ¢Es distributiva alguna de las dos operaciones con respecto a la otra?

5) Estudia la existencia de elemento neutro de la operacién A definida:

a)enQ, talque a A b= %

b)enZ, talque a A b= + b
c)enN, talque a A b=2a+ ab
d)enN,talquea A b =a

6) Dado el conjunto Z y la operacion * tal que a *b=a+ (b + 1).

Investiga si (Z, *) es un grupo conmutativo.
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7)Sea A={xe R/ x(¥ —4)2x+1)= x(¥ — 4)(x+ 2)}.

a) Define una operacién en A (v) que sea conmutativa y que tenga neutro.
b) Indica si cada elemento tiene simétrico.

¢) Halla x;, si existe, tal que (a¥ x) ¢ (b¥ x)=(a ¥ a) ¥ b, siendo ael menor elemento de
Ay bel mayor.

8) Sea A={0, 1, 2, 3}y la operacién * definida por la siguiente tabla:

«lo 1 2 3 a) Asumiendo que * es asociativa, investiga si (A, *) es grupo.
b) Calcula: (0 * 1) * (2 * 3)
ojo 1t 2 3 ¢) Investiga si (2 % 3) 0 = 0 # [1 * (2 * 3)]
11 2 3 0 d) Halla usando propiedades, si es posible, los x € A que
2l 2 3 o 1 verifiquen las siguientes igualdades:
)[(xx2)*0]*(2*xX)=x*x
3/3 0 1 2

iyx*(x*x)=x

9) En el conjunto Q* x Q se define la operacién ¢ tal que (a, b) € (x, y) = (ax, bx + ).
¢Es (Q* x Q, ©) un grupo?

10) Sean A={a, b, ¢, d}y (A, &) un grupo conmutativo, tal que ad b=c,anc=cyba d=a
a) Realiza la tabla de la operacidn #.
b) Resuelve en A:

Yas(xeb)=d
iY[ba(xad]a(xsa=c

11) En el conjunto Z x Z se definen las operaciones *y * tales que:

(a,b)*(c,d)=(a+c b+ dy(a b)*(c a) = (ac,0).

Investiga si (Z x Z, *, *) es un anillo.

12) Sea (A, *) un grupo conmutativo. Prueba que para fodo v, x, y, zpertenecientes a A se
verifica: (v X) * (y* 2= (v (x*y)) x* z=ux(x*(y* 2) =(x*2) *(y* 1)

13) Dado el conjunto A = {0, 1} y las operaciones +y ¢ definidas en A tales que:

+ (0] 1 o 1
o0 1 0|0 O
1110 110 1

¢Es (A, +, ) cuerpo?
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