Ecuaciones de recurrencia

Introduccion

Comencemos con un ejemplo:

Sucesion de Fibonacci: (a,) = (1,1,2,3,5,8,13,...)
Cada término, a partir del tercero, se obtiene sumando los dos anteriores, o sea:
a, =a,_ ta,, (nz 3)

Una expresion de este tipo, en que el término general de la sucesion se escribe en funcion de
algunos términos anteriores, recibe el nombre de relacion de recurrencia, ecuacion de
recurrencia o ecuacion en diferencias.

Para obtener un término concreto de una sucesion dada en forma recurrente debemos ir

obteniendo todos los anteriores, lo cual no siempre es practico. ;Cudl es el término 4,y de la
sucesion de Fibonacci?

Encontrar una soluciéon a la ecuacion de recurrencia es determinar una expresion del tipo
a,= f(n)en la que el término general dependa solo de la posicion que ocupa y no de los

anteriores.
Para que la solucién sea Unica es necesario conocer algunos términos de la sucesion, lo que

llamaremos condiciones iniciales. En el ejemplo anterior a, = 1y a, = 1.

Ejemplo: Las sucesiones (1, 2,4, 8,16, ...) y (3,6, 12, 24, 48, ...) satisfacen la misma relacién
de recurrencia a, = 2a, |, si n2 1. Pero la condicion inicial @, = ljunto con la relacion de
recurrencia determinan de forma tunica la primera de estas dos sucesiones. La condicion inicial
a, = 3junto con a, = 2a, para n2 1, determina la segunda.

Definicion: Una ecuacion de recurrencia lineal de orden k con coeficientes constantes es
una relacion

ca,tc_a, tc.a ,t..tec a ,=b, n2k (I

n-1 n

donde ¢,,c,.;,-.-,C,., son constantes (# 0) y (bn es una sucesion conocida. Diremos que (I) es

homogéneasi b, = 0,
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Ecuacion de recurrencia lineal homogénea

Ecuacion de recurrencia lineal de primer orden

Sea (an) :a, = 3a, , (esta expresion no define una tinica progresion geométrica, debemos dar las
condiciones iniciales)
Sea entonces (an) :a,=3a,, ,conn21 y a,=5

Esta ecuacion de recurrencia @, = 3a,_; depende del elemento inmediato anterior, por eso decimos
que es de primer orden.

a, =5

a, = 3a, = 305

a, = 3a,=303a,) = 3305= 35
a, = 3a,= 30303q,)) = 3°05

a,= 3"[5 estaesla solucion de la ec.derecurrencia

Ejercicio 1: Encuentra la solucion general de las siguientes ecuaciones de recurrencia
a) b,=6b,_, con n2lb =13

n

b) ¢, = %c_l con n2l,c,=7

En general:

La solucién de la ecuacion de recurrencia a,=dla,, conn2l, a,=A es

a, = Ald"

Ejemplo: Resolver a, = 7la, ,,n21 y a,=98

a,=T0a,, 0 d=7
a,= Ald"
a,= AD7" 0 98= A0D7°0 A=2

Por lo que la solucion es:

a,= 207"
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Ejercicio 2: Encuentra la solucion general de:
a) a,,-15, n20 q,=3
b) 3a,,-4a,=0 n20 a =4

2

. o . . . 2 . -
Ejercicio 3: Determina @, si a,,, = Sa, a,>0,n20 y a,=2

( Sugerencia: cambio de variable b, = a.)

Ejercicio 4: Un banco paga un interés (compuesto mensual) del 6% anual. Si se depositan U $
1000 el 1° de abril, ;cuédnto dinero tendra 3 meses después?

Ecuacion de recurrencia lineal de segundo orden

cnan * cn-lan-l ¥ Cn- Zan-Z = 0 n?2 2 (homOgénea)

Se busca una solucion de la forma

Sustituyendo en : c,a, t c,a,,tc,_,a,,=0
n n-1 n-2 _
c,Ar"t c,_Ar" tc ,Ar" "= 0

. . -2 2 -
Factorizando se obtiene: 7" (cnr te, rt cn_z) =0
2 -
d Cnr * cn-1r+ cn-2 - 0 (ya que r,'/.' 0)

¢,/*+ ¢, '+ ¢, ,] Sele llama POLINOMIO CARACTERISTICO

Segun las raices del polinomio caracteristico las soluciones de las ecuaciones de recurrencia

pueden ser de dos tipos:
e 2raices distintas:/; ¥ 7, (reales o complejas), entonces la solucion es a, - a rln + :8 7"2n

* Raices repetidas, la solucion es a, = a R ﬂ 7"

Ejemplos: Resolver

Ja,ta,,-6a,,=0 n22

2) Ha():l,al:2
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El polinomio caracteristico x*+ x- 6 = Qtiene dos raices reales distintas que son 2 y —3, entonces

la solucion generales | a,=a2"+ B (-3)"

Para determinar @ ¥ f con las condiciones frontera 4a,= 1, a, = 2 obtenemos el sistema
Oo + B =1

Hza -3 =2

cuya solucion es @ = 1 y B = 0 Esto permite establecer que la solucion tinica de la ecuacion de

recurrencia dada es a, = 2" .

Ja,-6a, ,+9a,,=0, n22

b
) %aOZS,a1=12

Oa, = 2a,,-2a,,=0, n2?2
c)

Hao:l,a1:1

d) Ahora puedes encontrar la soluciéon general de la sucesion de Fibonacci
n23

n-2°

a, =a, ta

n

a=1ya =1

Ecuacion de recurrencia lineal no homogénea

te ,a, ,t..te_a_,=b, n2k con (bn) 2 f(M)E 0 ceeeeensnnns @

n

cnan * cn-lan-l
Se le llama ecuacion de recurrencia homogénea asociada a la anterior a la ecuacion
ca,tc,_a,,tc a ,*t.tc_,a, ,=0, n2k

n-1

Se aceptara sin demostracion la siguiente propiedad: Cualquier solucion a, de la ecuacion (1), se

puede escribir de la forma |g = p,t h | . donde p,es una solucion particular de (1) y
n n n

h, es la solucion de la ecuacion homogénea asociada.

Ya se vio en la parte anterior como hallar la solucion de la ecuacion de recurrencia homogénea.
Para obtener una solucion particular no hay un método general.
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Ejemplos de como hallar una solucion particular en diferentes casos :

1°) a,+ 2a, ,= 3 En este caso b, = 3. Se puede “sospechar” que una solucion particular de esta
ecuacion puede ser de la forma p, = A (siendo A una constante) Si sustituimos en la ecuacion se
obtiene : A+2A4=30 34=30 A=1.Porlo tanto P, = les una solucién particular.

2°) a,*2a,,=n"-n-1 En este caso b, = n’-n-1. Se prueba si puede ser soluciéon una
sucesion del mismo tipo, p, = An’+ Bn+ C .
Para eso se sustituye en la ecuacion 4n”+ Bn+ C+ 2(14(7’1‘ 1)+ B(n-1)+ C) =n’-n-1,

Resolviendo un sistema se obtiene 4= )4,B= %,C= "%,
- 2 ., .
Por lo tanto p, = J4n"+ Jyn- '%;es una solucion particular.

3°) a,- 3a,, = 5( 7") . En este caso b, = 5( 7") , se prueba entonces con una sucesion de la forma

D, * A(7") . Sustituyendo en la ecuacion se obtiene A(7") - 3A(7"'1) = 5(7"), de donde A =
35/4.
Por lo tanto P, = (3%) 7" es una solucién particular.

En cada uno de los casos anteriores se ensayd una solucion particular generalizando la expresion
dada por b, . Se construy6 una solucion particular a partir de b, .

Los coeficientes (A, B, C, etc.) se determinan sustituyendo p,en la ecuacion de recurrencia dada
y resolviendo un sistema de ecuaciones.

La técnica que se usé en los tres ejemplos de arriba es valida cuando b, , o algin término de b, no
sea solucion de la ecuacion homogénea asociada.

4°) a,- a, = 2. Sise prueba con una solucion de la forma p, = 4, al sustituir se obtiene una

contradiccion ya que A- 4= 2 0 0= 2. Esto significa que no hay ninguna solucion particular
de esta forma (polindomica de grado 0) En estos casos se probard con soluciones polindmicas de

grado superior al que tiene la sucesion b, .
En este caso si se toma una solucion particular del tipo p, = 4n, sustituyendo se obtiene A =2 .

Por lo tanto una solucion particular es p, = 2n

5% a,-3a,, = 5(3"),112 1y a,= 2. Se prueba con p, = A(3") . Al sustituir @, por A(3") se
llega otra vez a una contradiccion (0 =5) . No existe entonces ninguna solucion particular de la
forma p, = A(3”) . Se ensaya con una de la forma p, = An(3”) y se obtiene que P, = 511(3") es
una solucion particular.

Recordar que en este caso la solucion de la homogénea asociada es £, = ¢ 13" (0 se determina

aplicando las condiciones iniciales, en este caso al ser 4, = 2 se obtiene ¢ = 2).

Entonces la solucion general sera de la forma a, = 203" + 513" o a, = (2 t Sn) (3”)
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En resumen:

1) Si b,es un multiplo constante de una de las formas de la primera columna de la tabla
siguiente y no es soluciéon de la ecuacion homogénea asociada, entonces la solucion
particular p, tiene la forma que se muestra en la segunda columna.

bn pﬂ

K A

n An+t B

n’ An*+ Bn+ C

7" Ar"

n’r’ r"(An2+ Bn + C)
sin(a n) Asin(a n) + Bcos(u n)
cos(a n) Asin(a n) + Bcos(a n)

2) Cuando b, es una suma de miultiplos constantes de términos como los de la primer
columna (y ninguno de estos es solucion de la ecuacion homogénea asociada), entonces la
solucidn particular se forma como la suma de los términos correspondientes en la segunda
columna.

3) Si b, (o algln término de b,) es un multiplo constante de una solucién de la ecuacién
homogénea asociada, multiplicamos la solucion particular correspondiente a ese sumando
por la minima potencia de n, n'para la que ningiin sumando de la nueva expresion sea una

solucién de la ecuacion homogénea asociada (Si p, se “solapa” con 4, , multiplicamos p,
por la menor potencia de 7 que evite dicho “solapamiento”).
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EJERCICIOS

1. Encuentre una relacion de recurrencia, con una condicion inicial, que
determine de manera unica cada una de las siguientes progresiones

geomeétricas:
. eoe 1 1 1
1. 27 107 507 111. ]., 35 05 27
250, ...
ii. 6, -18, 54, . 14 28 56
iv. 7 5, 255 125
-162, ... Tov =
) een
2. Resuelva las siguientes progresiones geométricas.
i' 4an_5an-1:07n217 aZ:%
ii. 2a,-3a,,=0,n21, a, =81
3.Si a,, con n21, es una solucion de la relacion de
recurrencia a,-da, =0, y a;= o, As* %, ccuanto vale
d?.
4. E1 numero de bacterias en un cultivo es de 800

(aproximadamente) y este numero aumenta un 150% cada
hora. Use una relacion de recurrencia para determinar el
numero de bacterias presentes 3 horas después.

5. Un banco paga un interés (anual) del 6% para cuentas de
ahorros, con un interés compuesto mensual. Utilice una
ecuacion de recurrencia para determinar cuanto dinero se
tendra depositado un ano después si se realiza un deposito de

$1000.
6. Resuelve las siguientes ecuaciones de recurrencia.
Dan = _San—l b Dan =" %an-l
Y Ha0:2 ) Ha2=25

7.
a,- ba, =0 donde n>1 yb es constante, encuentre Q, .

Si a,=2 y a,= 32, satisfacen la ecuaciéon de recurrencia

8.

Resuelve las siguientes ecuaciones de recurrencia.

a

a)
b) a

n

n

6a,,-8a,,,n22, a,=l,a,=0

a,,tn,n2la,=0

Profesora Patricia Echenique Viiias

Matematica II- INET




¢) 2a,=7a,, -3a,,n22a,=1la-=1
d) a,=5a,,t+6a,,n22a=1a=3

e) 2a,,-l1la,, *+5a,=0,n20,a,=2,a =-8

nt?2 n+l

f) a,=2a,,*+5n21la,=1

g) 3a,,=2a,ta, =0,n2la,="7a-=3

h) a,-6a,,*9%a,,=0,n22, ay=5a =12
i) a,*+2a,,*2a,,=-0,n22, a;=1,a,=3
o Ua,=a,_ ,t+2".n21
noo-

0a, = 1
k) a,,*4a,=0,n20,a,=a =1

Oa,-a,, =2nt3,n21

|
) %aozl

Ja,-a,, =3n"-nn21
m) [
04 =3

9. Resuelve las siguientes ecuaciones de recurrencia.

- n
Ua, +3a,  +2a,,=3",n22

0
i. 0g,=0
Hafl

Ja,=5a, ,+6a,,t6",n22

n

0
ii. 0a,=0
Hal =1

Oa,*4a, ,+4a,,=7,n22

. [q, =

Hal -
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