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DIVISIBILIDAD

DIVISIBILIDAD EN (N.+...<)

Frente a la imposibilidad de realizar la division exacta en todos los casos dentro de la estructura de
los naturales definiremos la division entera que seguramente como todos sospechamos una buena

definicion puede ser:
b =
a - a=bq+r
r q r<b

Si somos rigurosos previamente a esta definicion debemos discutir en que condiciones

existen q y r, y cuando ello ocurre cuantos “q” y cuantos “r” hay.
Teorema
H) aeN,beN T) l)EIq,reN/aqu+r y 1r<b
b#0 2)qyr son uniCOS
Dem:

Consideramos H={x eN/bx<a } Intentaremos demostrar que H tiene maximo y que este es el
“q” de la tesis. Para ello utilizaremos el principio de buena ordenacién.

1) Hc N por la propia definicion de H.
11)H#¢ pues 0.b=0<a=0eH

ii1) H acotado superiormente. Efectivamente cualquier natural mayor o igual que % es cota

superior de H.

De i) ii) y iii) utilizando buena ordenacién o mas precisamente su consecuencia inmediata podemos
afirmar que existe el maximo de H al que denominamos ‘“alevosamente” q.

1el=Dba=al . bqeN Llamando r=a-bq t bqrt
a— S —q._ — .
como a,bq eN q amando r=a-bq tenemos que a=bq+r

Nos falta demostrar que r<b. Hagamoslo.

b(q+1)>a = bgq+b>a=bgq+r = b>r
como q+1eN

g=maxH=q+1e¢H }
Probemos ahora la unicidad.

Suponemos que existen q'yr' eN/a=bq'+r' y r'<b

Si q=q' ;porejemplo g>q'=q-q'>0=>q-q’'>1 (pues estamos con naturales) =
b(g-q')=b (recordemos que b>0 por ser un natural no nulo).

AN.E.P. - CO.DI.CEN. 65
Direccion de Formacion y Perfeccionamiento Docente.
Departamento de Educacion a Distancia.



Prof. Daniel Siberio.

=bq+r

Por otra parte
a=bq +r1'

}2b(q—q')+r—r'=02r’=b(q—q')+r2b(q—q')2b2r’Zb

Lo cual contradice la suposicion, Por lo tanto q=q"' .

a=bq+r

Siq:q'j{ }:bq+r:bq+r':r:r'

a=bq+r’
Por lo tanto q y r son Unicos.
Definiciéon
Dados a y b naturales, b = 0 realizar la divisién entera de a entre b es
encontrar q y r naturales tales que:
i) a=bqtr
i) r<b

Lo cual representamos esquematicamente a b
r q

En caso de que r=0 decimos que b divide a a 0 que a es multiplo de b

Anotamos b/a 6 a=b.
Podemos independizar la definicion de divisor o de multiplo de la definicion de division entera.

b/a < dq eNtalquea=Dbq

Ejercicios:
1) Consideramos R:N" >N~ ;xRy< x/y.

Probar que R es una relacion de orden amplio (una relacion que cumple idéntica, antisimétrica y
transitiva

/ . . .
2) Probar: X / :} =>x/aztbh (Si un niimero divide a otros dos divide a su suma y a su resta)
X

/ . . . .
3) Idem. x ;} =x/ac (' Siun numero divide a a divide a todos sus multiplos)
ce
x/laanx/b . , ..
4) Idem. N = x/Xa+pb  (Siunnimero divide a otros dos
M E
divide a cualquier combinacion lineal)
x/anx/b
5) Probar: a b =x/r
r q
xly ..
6) Probar: 0 =>x<y (Los divisores de un natural no nulo son
y#
menores o iguales que el natural dado)
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Ejercicios:
1) Completar de todas las formas posibles:

) 9 i) a a<200 iii) 60 iv)a 17 a>200
13 35 4 12 q q

2) Hallar a natural sabiendo que: a 37

q° q

3) Hallar todas las posibles ternas de naturales (a,b,c) tales que:

a b at7 15
12 ¢ b ¢

Nota

Siendo a un nimero natural anotamos d(a) al conjunto de todos sus divisores

d(a)={x eN;x/a}

*

Asi por ejemplo: d(6) = {1,2,3,6} d(0)=N

Definiremos al méximo comun divisor de dos naturales a y b como el maximo de los divisores
comunes; o sea como el maximo del conjunto d(a)nd(b). Para dar esta definicion probemos
previamente que dicho maximo existe.

Teorema
aeN,beN

= I maxd(a) N d(b

Dem: Observemos que d(a) nd(b) es un conjunto de naturales; es pues razonable pensar en utilizar el
principio buena ordenacion. Para ello debemos probar:

i) d(a)nd(b)c N Lo cual es inmediato pues por definicion d(a)c Ny d(b)c N

i) d(a)nd(b) = & led(a)Aaled(b)=1ed(a)nd(b)

iii) d(a) m d(b) acotado superiormente. Como por hipodtesis a y b no son simultanea-

mente nulos, supongamos por ej que a # 0
Vx ed(a)nd(b)=> x ed(a)=x/a,comoa#0=

= x <a = a es cota superior de d(a) " d(b)

De 1) 11) y iii) aplicando el principio de buena ordenacion estamos en condiciones de
afirmar que Imaxd(a)Nd(b).
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Definicion

Dados dos naturales a y b no simultdneamente nulos. Llamamos maximo comiin
divisor de a y b al méxd(a) nd(b).

Anotamos D(a.b); asi por ejemplo D(10,25)=5 D(0,b)=b sib=0

Teorema
j 2 } — d(a) A d(b) = d(b) A d(r)

Dem: Debemos probar que: 1) Vx ed(a) nd(b)= x ed(b) n d(r)
ii) vx ed(b)nd(r)= x ed(a)n d(b)

xed(a)=>x/a
1) Vx ed(a)nd(b)= N =x/a-bg=r=xed(r) comox ed(b)=
xed(b)=>x/b=x/bq

= x ed(b) nd(r)

x ed(b)=>x/b=x/bq

= x/bg+r=a=x ed(a)= x ed(a)nd(b)
xed(r)=>x/r

i1) Vx ed(b)nd(r) = {

COROLARIO

a b }:» D(a,b) = D(b,r)

r q
La demostracion es una consecuencia inmediata del teorema anterior.

Obs. 144 50 entonces D(144,50)=D(50,44)

44 2

50 44 entonces D(50,44)=D(44,6)
6 1

44 6 entonces D(44,6)=D(6,2)

2 7

6 2 entonces D(6,2)=D(2,0)=2

0 3

Por lo tanto D(144,50)=2.La aplicacion sucesiva del ultimo corolario nos permiti6 calcular el
maximo comun divisor de 144 y 50; intentemos generalizar este procedimiento.
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Algoritmo de Euclides

Consideramos a,beN a>b>0. Para hallar D(a,b) realizamos la division

a

} = D(a,b)=D(b,r;)
o q

Si r, =0= D(a,b)=D(b,0)=b
Siry #0 realizamosla division b 1, = D(b,r;)=D(r,,1,)

I, q»

Si r, =0= D(a,b)=D(b,r;)=D(r;,0) =T,
Si r, #0 realizamosla division 1, r, = D(r,r,)=D(r,,15)

I3 Qs

ST I3 70

El proceso continua hasta encontrar un resto nulo. ;No existird algun caso en donde esto no ocurre?
(o sea que el proceso sea infinito).

Aparentemente no pues: b>r1; >r1, >r3 > Probémoslo mas rigurosamente. Consideramos

H el conjunto de los restos obtenidos mediante este proceso de divisiones sucesivas; demostremos
que H tiene minimo y que este es 0.

Hc N .
= dr, =minH
H=J (I'l € H)
SIr, #0 realizamos la division r, ; r, =>r,,; €H yr,, <r, =minH Absurdo

Thi 9n+1

Por lo tanto r, =0 y en consecuencia este mecanismo de divisiones sucesivas nos conduce en todos
los casos a un resto nulo siendo el altimo resto no nulo (r, ;) el médximo comun divisor buscado.

Suele utilizarse el siguiente esquema:

Al Q2 g3 ceeerneeeernnneeennns d,
a b 1 oo I Iyt D(ab)=r,
ST O 0
Asi por ejemplo para calcular D(144,100)
1 2 3 1 2
144 1 100 | 44 | 12 8 4
44 | 12 8 4 0
Entonces D(144,100)=4
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Nota

Si en el algoritmo anterior utilizamos sucesivamente el teorema en lugar del corolario
tenemos: d(a) M d(b) = d(b) N d(r;) = d(r;) A () Zeervererrerereeeeeenn. =d(r,_ )~ d(0)=d(r,_,)
como r,_; = D(a,b) = d(a) n d(b) = d(d(D(a,b)) El conjunto de los divisores comunes a
ay ab es el conjunto de los divisores de su maximo comun divisor.

/
En otras palabras: X / Z }@ x/ D(a,b)
X

Teorema
i)D/anD/b
D(a,b)=D < <. .
{11)Slx/a/\x/b3x/D
Dem (=) Partimos de la hipotesis que D=D(a,b)=max d(a) »d(b)= D ed(a) nd(b) =

{D cd(a)=D/a Quedaria por demostrar la condicion ii); pero ello ya fué probado

Ded(b)=D/b
en la nota inmediata anterior.

(<) Ahora debemos demostrar que D=max d(a) N d(b) < 1) D <d(a)nd(b)
ii)D>x Vxed(a)nd(b)
1) Por hipotesis D/a=Deda)
D/b= D ed(b)
i1)

Vx ed(a)nd(b)=>x/aAx/b entonces por hipotesis x / D} -
X

}2Dea@mam

como D=0
De i) y i1) deducimos que D = maxd(a) n d(b) = D(a,b)

Nota: El teorema recién demostrado nos brinda una condicidon necesaria y suficiente para que D sea
maximo comun divisor de a y b .Y como tal podria sustituir a la definiciéon dada de méximo comun
divisor. Es mas algunos autores toman la proposicion del teorema inmediato anterior como
definicion; no necesitando de esta manera el “<”

.Por este motivo entre otros es la opcioén que se toma en Z y en polinomios.

Veamos ahora algunas otras propiedades del maximo comun divisor.

a b a=bq+r=ax =Dbxq+rx L .
= Entonces ax dividido bx da cociente q y resto rx.

r<b;comox>0=rx<bx
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Teorema
D(a,b)=D
( )* }:D(ax,bx)sz
xeN
Dem
Qi Qo eeeeeeereeneean Qi Lo F < D OO Qs
a b I 1 Tp Entonces ax bX X X I;X
ST o 0 D I OO S 0

Por lo tanto D(ax,bx)=r,x = D(a, b)x

Corolario
x/anx/b [a bj D
=D|=,=2|==
D(a,b)=D X X X
Dem: D(E,Ej=D':D(3x,2xj:D’x:D(a,b)zD’x:D:D’x:D’=2
X X X X X
Definicion

Consideramos a y b dos numeros naturales.
Decimos que a y b son primos entre si <> D(a,b)=1

Obs: a y b son primos entre si < el 1 es su tnico divisor comin

Teorema
a=Da’
D(a,b)=D < {b=Db’
D(a',b") =1

:D 4
Dem: (=) D(ab)=D=D/arD/b :s{a ab' — MCD(Da’, Db’) = D = MCD(a’,b") = 1

(<) D(a’,b’)=1=D(Da’,Db’)=1D => D(a,b) =D

Nota: Este ultimo teorema nos permite muchas veces acortar sensiblemente los “tanteos”;

veamos un ejemplo.
Hallar dos naturales a y b sabiendo que ab=9900 y D(a,b)=30

!

a=30a
b =30b’
obsérvese que es mucho mas comodo tantear dos nimeros cuyo producto sea 11 y sean

primos entre si ; que dos nimeros cuyo producto sea 9900 y su maximo comun divisor 30.

D(a,b)=30= { Sustituyendo tenemos : 30a"30b’ =9900=a’b' =11
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a’ b’ a=30a | b=30b
1 11 30 330
11 1 330 30

Nota: Yendo a otra situacion. Sabemos que si un nimero divide a otro divide a cualquiera de sus
multiplos; si ¢/b entonces c/ab. (Es cierto el reciproco? ;Si un nimero divide a un producto divide
necesariamente a uno de los factores?

Teorema de Euclides
c/ab

D(a,c)zl}jC/b

Dem: D(a,c)=! = D(ab,cb)=b

c/ab por hipotesis
o c¢/D(ab,cb) = <¢/b
c/cb por definicion

Teorema
=cla,
D(c,a;)=D(c,ay)=......... :D(c,an_l):l}

Puede demostrarse por induccion completa; a cargo del lector.

Minimo comun multiplo

Siendo a eN * anotamos m(a) al conjunto de sus multiplos no nulos; mas precisamente:
m(a) = {na;n eN *}

Pareceria razonable definir minimo comun multiplo de a y b como el min m(a) » m(b). Para
ello tenemos que demostrar previamente que dicho minimo existe.

Teorema
a,b e N * = dmin m(a) N m(b)

Dem
i)m(a) " m(b) = N por definicion

ii)m(a) A m(b) %= @ puesab m(a) m(b) Entonces por P.B.O. 3 min m(a) » m(b)

Definicion
a,b eN*. Llamamos minimo comun miiltiplo de a y b (anotamos m(a,b) )

m(a, b) = min m(a) N m(b)

Veremos a continuacion un teorema que nos vincula el minimo comuin multiplo con el maximo
comun divisor.
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Teorema
m(a,b).D(a,b)j=ab con abeN*

Dem: Intentaremos escribir m(a) » m(b) de forma que pueda hallarse su minimo; para ello
buscamos una condicidon necesaria y suficiente para que x e m(a) N m(b).

_ x em(a) = Jk eN*; x = ka
Si x em(a) " m(b) = =ka=hb
x em(b) = 3Fh eN*; x = hb
a=Da’
Por otra parte si D(a,b)=D= {b=Db’ Sustituyendo tenemos
con D(a’,b") =1

kDa'=hDb’ = ka’' =hb’ entonces a’/hb’ como D(a’,b’)=1 por Euclides a’'/h=3t eN*;h=ta’

Ademas x=hb = x=ta’d como b=Db'=x=ta’b'D

Probamos entonces que: Vx em(a) " m(b)= x=ta’b’D. Demostremos ahora que también es cierto

el reciproco.

=ta’b b
‘v’xeN;x=ta'b’D:{X e jxem()}:xem(a)mm(b)

X =tab’ = x em(a)

Por lo tanto: Vx eN * tal que x = ta’b’D = x em(a) ™ m(b)

De ambas proposiciones subrayadas podemos afirmar que:
m(a) N m(b) = {x eN;x=ta’b’D;teN *}

El minimo del conjunto se da para t=1 Entonces: m(a,b)=a’b’'D con D=D(a,b) multiplicando

ambos miembros por D tenemos
m(a,b)D(a,b)=ab

Ejercicios Probar:1) D(a,b) = 1= D(a.b™) =1
2) D(a,b)=1= D(a?,b")=1
3) D(a,b)=1=D(a+Db,b)=1
4) D(a,b)=1=D(a—Db,b)=1
5) D(a,b)=D=D(a",b")=D"
6) m(a,b)=m= m(ax,bx)=mx (x eN¥)
Six/a/\x/b} (a bj m
7) =>m—,—|=—
m(a,b)=m X X X

8) m(a,b)=m=m(a",b")=m"
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Numeros primos y compuestos

Definicion
aeN;az0a=1 Decimos que a es primo < d(a)={l,a}. Sia no es primo lo
demominamos compuesto

Obs:

Como todos los naturales no nulos aceptan a 1 y si mismos como divisores podemos decir
que un numero es primo si y solo si acepta dos divisores.

Mediante esta definicion los nimeros naturales quedan clasificados en primos,compuestos,
Oyl.

(Porqué 0 y 1 no son ni primos ni compuestos? ;Porqué los naturales distintos de 0 y de 1
que no son primos se llaman compuestos y no simplemente no primos?

Teorema
El menor de los divisores de un niumero compuesto distinto de 1 es primo.

Dem:
Consideramos aeN*;a=1 d= min(d(a) - {1}) Debemos probar que d es primo.

Obsérvese que d existe pues d(a) - {1} es un conjunto de naturales no vacio.

Intentaremos una demostracioén por absurdo; suponemos que d no es primo, como no es ni 0 ni
1 entonces es compuesto aceptando entonces un divisor distinto de 1y de d.

3d" eN*,d'#1,d"#d talqued’/d comod/a=d'/a=d'ed(a)-{l}.Pero d'/dyd' #d=d'<d
Encontramos pues un elemento del conjunto menor que el minimo lo que genera el abs.

Teorema
El conjunto de los niumeros primos no tiene mdximo

Dem:

Sea H el conjunto de todos los nimeros primos; queremos probar que H no tiene maximo.
Lo cual haremos por absurdo.

Suponemos en consecuencia que existe M=maxH. Consideramos ahora P=2.3.5..... M+1 (el
producto de todos los numeros primos mas 1)

P>M=maxH = P ¢H como ademas P=0yP=1 = Pescompuesto Aplicando ahora el teorema
inmediato anterior d = min[d(P) - {1}] es primo; pero por la definicion dada de P, este dividido

cualquier nimero primo da resto 1. Generandose asi la contradiccion buscada.

Teorema FEuclides para primos

p/a
/ ab
S S
rimo
pp p/b
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Dem:
Si p/a el teorema estd demostrado.
Si p#a D(a,p)=1 pues p es primo; como por hipotesis p/ab aplicando Euclides tenemos que
p/b.
Teorema
/ajas...... a
P 1.2 n} = p/a; paraalginidelan
p primo

Demostracion por 1.C. a cargo del lector.

Definicion
Consideramos a un nimero compuesto. Si a=p,p,........... p, conp; primo
decimos que a admite una descomposicion en producto de factores primos
(D.P.F.P.)
Teorema

1) a admite una D.P.F.P:

a eN; a compuesto = . .
2) Dicha D.P.F.P. es unica

Dem 1):
a es compuesto = dp, = min(d(a) - {l}) siendo p; primo = a=p,d,

Si d, es primo entonces p,d;, es D.P.F.P.dea
Si d, es compuesto = Jp, = min(d(dl)— {1}) siendo p, primo =d; =p,d, =

=a=p;p,d,

Si d, es primo entonces p,p,d, eslaD.P.F.P.dea
Si d, €S COMPUESLO ..uvveeerieeiiieeiieeeiieeeieeeeree e e e e e ereeeaaee e

El proceso continua hasta que llegamos a un cociente d, primo; si este mecanismo de divisiones

sucesivas es siempre finito nos asegurariamos de la existencia de la D.F.
Probemos entonces que siempre llegamos a un d, primo.

Sea H el conjunto de los d; , HEN,H=#@ (d, eH) = 3d,=minH d, primo pues si

si d, fuese compuesto Ip,,, = min(d(dn)— {1}) conp,,, primo=d, =p,,,d,,; = d,,; €H y ademas
d,.; <d, =minH lo cual es contradictorio; en consecuencia es proceso descrito

es finito y nos conduce en todos los casos a la D.F. de a.

.. =P Poeeeeennns con p; primo Videlan < <ivern.. <
Dem 2) Unicidad P1P2 Pn Pi p P <P,y Pn

A= qgeceeeee qnm congq; primoVidelam q;<q,<........ <qp

Queremos demostrar que n=m vy p; =q; Videlan.Igualando nos queda
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p1/49192-.-.qycomo py primo = p; /q; paraalgin jdelam =
q; /pip2..-p,comoq primo=>q; /py paraalginkdelan =

=Pp;=4q;2q . .
! Entonces p, =q, simplificando tenemos p,......p, =q,......qy
=q; =P 2P

Reiterando el razonamiento p, =qy ,P3 =q3 5eceerrriininnnnns ,Pn=9q, (sin>m)
Si n>m después de simplificar nos queda q,,;q,.5-.----- A = 1= G001 =iy =eeeeenes =q, =1
lo que contradecia que q; es primo; por lo tanto n=m.

Ejercicios:
1) Sia=p{p5..ccc.... pY  con p; primo

Probar: x/a < x=plph........ p? con0<B; <o, Videlan

2)Sia=p!pS...... Py y b=piph...... p?  con p; primo
Probar: D(a,b)=pip}...... pl siendoyi:min{oci,[}i}

m(a,b)=popS........ p®  siendo §; :max{oci,ﬁi}

3)Utilizando la D.P.F.P de un nimero escribir todos sus divisores; describir
un método practico para obtener todos sus divisores.

4) Deducir una formula que permita calcular la cantidad de divisores de un
numero dado.

5) Probar que si a=p{p5........ p% conp, primo los divisores de a son los
sumandos que se obtienen al desarrollar el producto:
P=(p) +pi+.ctp® )Py +prtecctpS )eeennnnn. (P° +pl+..4+p%)

6) Utilizando 5) probar que el nimero de divisores de a ( v(a)) es:
v(a)=(o; + 1)(oy +1)...... (o, +1)

y que la suma de todas ellas (' S, ) es:

S _p?“—l pgﬂ_l §+1_1
a pl—] . p2_1 ..................... pn—]

Ejercicios (Repartido 11 del curso presencial)

I) Completar de todas las formas posibles los siguientes esquemas de divisiones enteras
i) ii) a<200 iii) iv) a>200
13 35 14 12 q| ¢

II) Enladivision a |b , resel mayor posible y a+b=341 Hallarabyr.
r |16
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III) Hallar a sabiendo que _a | 37
| q

IV) Hallar a y b sabiendo que: a | 15 , b | 12 , at+b=420
I q R

V) Hallar todas las ternas posibles de naturales (a,b,c) tales que: a | b y at7]15
12| c b c

VI) Completar los siguientes esquemas de algoritmo de Euclides

75

VII) Hallar dos naturales a y b sabiendo que a+b=360 y D(a,b)=30

VIII) Hallar dos naturales a y b sabiendo que a,b=9900 y D(a,b)=30

a+b

277 _g3
D(a,b)

IX) Hallar a y b naturales sabiendo que: a-b=48 ,

m(a’Z; =90 y ademas a+b5<200

X) Hallar los naturales a y b sabiendo que: m(a,b).D(a,b) = 9000,

a,

2
XI) Idem: sabiendo que ab =192, % = % siendo m=m(a,b) y D= D(a,b).
m

, . 232 )
XII) Idem. sabiendo que: D(a’ +ab+b*,a”) =36, % =29 siendo D =D(a,b)

XIII) idem. sabiendo que: a*>—5>=6399 m(a,b) = 4620

XIV) idem sabiendo que: m(a,b)=504, a>b y a | b
20

XV) Se sabe que: 11a+8b:§, 3a+4b=9

i) Probar que: a zé y b= 9
ii) Siademas D(a,b)=9, a |b , a=2b+135. Calcularay b.
27 1 q
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XVI) Sabiendo que: D(b,c)=3D(a,c) y m(a,c)=2m(b,c)
i) Probar que: « =2 y b =3

ii) Demostrar que: (a’ —a)(b’ —9b) = 162
iii) Si D(a,b)=1 calcular: D(b,c) y D(a,c).

XVII) Determinar un numero natural » compuesto de los factores primos 2,5 y 7 sabiendo que 5n
tiene 8 divisores mas que n, 7n tiene 12 divisores mas que n y 8n tiene 18 divisores mas que 7.

XVIII) Hallar x=23"5¢ sabiendo que & tiene 30 divisores menos que x, % tiene 35 divisores

menos que x y + tiene 42 divisores menos que x.

XIX) Determinar el nimero mas pequefio que admite 15 divisores.

XX) i) Probar que si m tiene un nimero impar de divisores entonces Ine N;n° =m (0 sea que m es

un cuadrado perfecto.
ii) Hallar m e N sabiendo que tiene 9 divisores y que m—1=39p ;p es primo.

XXI) Determinar todas las ternas de nimeros naturales (a,b,c) que verifican: D(a,b)=3".5 ,
m(b,c)=23*57 'y ac=2357.13

XXII) Hallar neN ;n=p’g” con p y g primos p=q sabiendo que en niimero de divisores de
n es2p.q.

3
XXIII) i) Hallar a,b y ne N sabiendo que: n;tl,D(an,bn)=21,a2—b2=2L2 y a-b=21
n

ii) Sea N=2"a" y N'=b“"5" Hallar N y N’ sabiendo que 5N tiene 20 divisores mas

N N . ..
que —- yque - tiene dos divisores.

iii) Hallar todos los naturales / sabiendo que: #* +4h =7 D(h+4,7)=1 'y m(h,70)= 4N

XXIV) i) ;Qué condicion deben cumplir los nimeros naturales a para que tengan 12 divisores y
D(a,225)=157?
ii) Hallar a para que cumpla ademas que la suma de sus divisores es 168.

iii) Para el valor de « hallado en ii) probar que: »n° +5n° —6n=a

XXYV) Probar: D(a+nb,a+(n+2)b)=1 VneN < b=2 y D(a,b)=1

XXVI) i) Hallar a sabiendo que: D(a,75)=5 y m(a,75)=150

ii) Para a hallado probar que: a""' +a" —a—1= 99
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XXVII) Se realizan las divisiones enteras de un natural # entre dos naturales consecutivos p y p+1
Demostrar que la condicion necesaria y suficiente para que los cocientes sean iguales es
que el cociente de la primera division sea menor o igual que el resto de la primera
division.

XXVIII) Sean a,b y ¢ nimeros naturales tales que: D(a,b) =2°3%, m(b,c)=237> y m(a,c)=2"3>5.7
i) Probar: 2°.7/c¢, 7*/b, 7*#c, S5/a y 3°/b.
ii) Si ademas se sabe que: v(a)=30, v(b)=48 y v(c)=36. Hallara,b y c.

XXIX) a,b y ¢ son tres nimeros naturales que cumplen: D(a,b)=2°3>, D(a,b,c)=3"
m(a,b,c)=2°3%5 7, 5/b, v(b)=32 y v(c)=9.
Determinar a,b y c justificando el procedimiento.

XXX) i) Probar: D(a+b,m(a,b)) = D(a,b)
ii) Hallar dos naturales a y b para que: m(a,b)=630 y a+b=231

XXXI) i) Se sabe que D(a,b)=D(c,d), m(a,b)=m(c,d), cd=2"3"5"y v(a)=17
Hallara y b.

ii) Hallar todas las parejas (c,d) sabiendo ademas que c = 25
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DIVISIBILIDAD EN (Z.+..5)

Introduccién

Pretendemos en esta seccion extender varios de los conceptos vistos bajo este mismo titulo
en la estructura de los naturales ahora a los enteros. Asi como también introducir otros nuevos
estrechamente vinculados (Congruencias, clases residuales, ecuaciones diofénticas, etc.)

Por lo dicho parece razonable comenzar por definir division entera entre nlimeros enteros.
Una posibilidad puede ser tomar textualmente la definicion vista para los naturales. O sea:

Pero tal opcion nos haria perder la unicidad del cociente y del resto, ya

a b {azbq+r
=
r r<b

que:

con esta definicion 14 3 perotambién 14 3 Como otras infinitas posibilidades .
2 4 -15

Este inconveniente lo podemos subsanar exigiendo que el resto no sea negativo. En otras palabras

nuestro proyecto de definicion es:

a b a=bq+r )
= a (Estamos suponiendo que be Z")

r q 0<r<b

Antes de asumir tal proyecto como definicion debemos demostrar el siguiente:

Teorema
H) a,beZ T I)Eq,reZ;a:.banr A0<r<b
2)qyr son Unicos

Consideramos M ={meN;m=a-bx conxeZ} Intentaremos probar que M tiene minimo y
que dicho minimo es el resto que andamos buscando. Como M es un conjunto de naturales, para
demostrar que tiene minimo es mas que razonable pensar en buena ordenacion. Con tal objetivo
debemos verificar que:

1) Mc N Lo cual es cierto por la definicion dada del conjunto M.

i1) M= @ Para demostrar esta proposicion discutiremos dos casos.
Si a>0 Tomando x=0 tenemos que m=a-bx=a-b0=aeM
Si a<0 = -a>0 como b>0 aplicando Arquimedes tenemos que
dneN:;nb>-a=-nb<a Llamando x =-n entonces xb<a =
=a-bxeN=a-bxeM

Aplicando buena ordenacion de

i) ) .
)} = 3Imin M al que denominamos “alevosamente” r.
ii
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€.
T

Probemos que es el delatesis. r=minM=reM=reNAdqeZ;r=a-bq=a=bq+r

Falta demostrar 0<r<b. Como reN=r>0; por lo tanto lo que nos falta probar es que r <b lo

que haremos por absurdo.
Supongamos que r>b=a-bqg=b=a>b+bq=(b+1)g=>a—-(b+1)qe N=>k=a—(b+1)geM
Pero k<r=a-bq=minM Lo cual es contradictorio. Por lo tantor <b .

La demostracion de la unicidad queda a cargo del lector. También puede demostrarse la existencia
utilizando la division entera entre naturales, discutiendo si a < 0 6 si a<0.

Definicion

Sean a,beZ;b>0 Realizar la divisién entera de a entre b es encontrar q,r e Z tal que:
a=bq+r A 0=Zr<b

Nota:

Puede definirse la division entera para cualquier entero b no nulo ( no solamente para los positivos )
sustituyendo la segunda condicion por: 0<r <|b]|

En caso de que r=0 la division se dice exacta, 6 también que a es divisible entre b, 6 que b divide a,

6 que a es multiplo de b. (Anotamos b/a 6 a= l;)

Independizando la definicion de divisores (multiplos) de la division entera tenemos:
b/a (a=b) < 3FqeZ;a=bq

El lector habra observado que no solamente utilizamos la misma notacién sino también la misma
definicion que en naturales. De manera analoga se demuestra que:

x/a A x/b = x/aa+Bb Vo,peZ

En (N,+,,<)vimos que: a/b A b/a < a=b (Ocurrira lo mismo en (Z,+,,<)?

Teorema
a,beZ

a/b A b/a < |a|=|b]
Dem. (=)

a/b=3heZ;b=ah=|b|=|al|h|=|a|/b]
b/a:>3keZ;a:bk:>|a|=|b|.|k|:>|b|/|a| :>|a|:|b|
como a,beZ:|a|,|b|eN
(<)

|a|=|b|:a=ib:{a:(i1)-b:>b/a

b=(xl)a=a/b
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Definicion

a,bez” Decimos que ay b son asociados < a/b A b/a

Como consecuencia del teorema anterior los asociados de a son Uinicamente el propio a y su
opuesto — a . En los naturales el unico asociado de a es el propio a.

Madaximo comun divisor — minimo comun multiplo

Antes de comenzar con el tratamiento de los temas del titulo necesitamos por razones
técnicas recordar algunos conceptos de estructuras algebraicas, mas precisamente referidos a los
anillos.

Definicion

Consideramos: (A,+) un anillo conmutativo y con elemento unidade Ic A ;1= @
Dx;+x,el Vx,x, €l

Decimos que I es un ideal en (A,+,) <
quetesunl (A4 {Z)a.xel Vxel,VaeA

Ej: El conjunto de los enteros pares es un ideal de Z. ;El conjunto de los impares, es un ideal de Z?

Brindar otro ejemplo de ideal en Z.
Nota:

Fécilmente el lector comprobara que siendo (A,+,) un anillo conmutativo y con unidad, se
cumple

1) {0} y A sonidealesen (A,+-) cualesquiera que sea el anillo de referencia. Por ese motivo
podemos denominarlos ideales triviales en A.

2)Si xel= -xel Siendo I unideal en (A,+,)
3) Todo ideal contiene al O.
4)Silel=1=A

5) Sea: {I,{ una familia de ideales en A = (I; esunideal en A

6) Consideramos S=1{aj,a5,......,a p} un subconjunto finito de A. Denominamos I(S) al

conjunto formado por todas las combinaciones lineales que pueden realizarse con los elementos de
S.

p
O sea: I(S)={XeA;x=Zociai con o; GA}

i=1
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Probar que I(S) es un ideal en A al que llamaremos ideal generado por S.
Si un ideal estd generado por un conjunto unitario decimos que es principal. Asi por
ejemplo el ideal de los pares es principal pues estd generado por {2}. Si un ideal esta generado por

{a} anotamos I(a) en lugar de 1({a}) con el fin de simplificar la notacion.
Teorema
En (Z,+,,,<)todo ideal es principal.
Mas precisamente: ITunidealenZ = 1={0} 6 I=I(c) siendo c=mininz*

Dem.

Si 1={0} Se cumple la tesis.

Si 1#{0} Comencemos por demostrar que existe el minimo de InZ"* para lo cual es mas

que previsible que utilizaremos el principio de buena ordenacion.

1) INnZ* <N INZ*cZ"cN = InZ" <N

2) InZ #Q Como 1#{0}=3ael;a=0 Ademas I es un ideal =
= -ael
Por otra parte al ser a=0 a 6 —a es positivo.
En consecuencia ad—a elnZ*

De 1) y 2) por el P.B.O. podemos afirmar que 3minInZ* al que denominamos c.

Probemos ahora que M =1(c), para lo cual demostraremos:
PVxellc)=>xel
i Vxel=xel(c)

i) Vxel(c)=>x=ac con acZ. Como c=minINZ" =>cel queesunideal = acel VaeZ

i1) vx el debemos probar que x eI(c) o seaque x=c. Para ello realizamos la division de x
entre ¢ demostrando que el resto es nulo.

X C X=cq+r
=
0<r<c

Sir20=>r=x-cqeZ" Porotraparte como x €I, cqel(pori)) elesunideal =>rel
Por lo tanto reInZ" pero r<c=minInZ* Lo cual es contradictorio.
Entonces r=0=x=cq= x €(c)

AN.E.P. - CO.DI.CEN. 83
Direccion de Formacion y Perfeccionamiento Docente.
Departamento de Educacion a Distancia.



Prof. Daniel Siberio.

Nota

En (N,+,-,<) definimos D(a,b)=maxd(a)nd(b)

)D/a A D/b

ii)VxeN;x/aAanx/b=>x/D

En otras palabras definimos el maximo comun divisor como el maximo de los divisores

comunes y luego demostramos que dicha proposicion es equivalente a decir que el maximo comun
divisor es un divisor comun que es dividido por cualquier otro divisor comun.

Y luego demostramos D(a,b)=D < {

Obsérvese que la proposicion tomada como definicion nos obliga a trabajar en una
estructura ordenada (para poder hablar de méximo de un conjunto). En cambio lo segunda
proposicion solamente hace referencia a divisibilidad.

En (z,+,,<)nos es posible en principio considerar cualquiera de las dos proposiciones como

posibles definiciones de maximo comun divisor. Optaremos por la segunda para allanar el camino
cuando el tema sea tratado en polinomios; ya que ahi no dispondremos de una relacion de orden que
nos permita hablar de maximo de un conjunto.

Por lo dicho pasamos al siguiente teorema.

Teorema

a,beZ iyD/a A D/b
=3dDeZ;q .
a’+b%#0 invxeZ;x/anx/b=x/D

Dem.

Consideramos I(a,b) (el ideal generado por f{a, b} ) I(a,b)= {x eZ;x=pa+sb conp,se Z}

Como en Z todo ideal es principal I(a,b)=I(d) con d=minl(a,b)nZ* Intentemos demostrar que
d es el D de la tesis. Para lo cual debemos probar:

iy d/a A d/b
iiy VxeZ;x/anx/b =>x/d
1) ael(a,b)=1(d) (bastatomar p=1y s=0) —a=d=d/a Anélogamente se demuestra que d/b

i1) del(d)=1I(a,b) = Ip,s € Z tal que d =pa+sb
Por otra parte VxeZ;x/aanx/b=x/pa+sb=x/d

Definicion

Consideramos a,beZ;a?+b* #0 Decimos que D es maximo comiin divisorde ayb
siy solo si:

i) D/a A D/b
i1) VxeZ;x/a A x/b = x/D
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El teorema inmediato anterior nos asegura la existencia de un maximo comun divisor entre
dos enteros no simultaneamente nulos. Pero nada nos dice acerca de cuantos maximos aceptan.

D/a A D/b ()

SiDeZ es maximo comun divisordeay b =
© x un a Y {Ver;x/a/\x/b:x/D )

D'/a A D'/b (3

SiD’eZ es maximo comun divisordeayb =
VxeZ;x/a A x/b = x/D' “4)

De (1) y (4) se deduce que D/D' Y apartirde (2)y (3) = D'/D

Por lo tanto si a y b admiten dos maximos comun divisor D y D’ estos son asociados.
Es muy sencillo de probar que :

DesM.CDdeayb

. = D'esM.CD.deayb
D'asociado a D

En consecuencia dos enteros no simultdneamente nulos aceptan dos maximos comun divisor
asociados entre si. Asi por ejemplo los M.C.D. de 6 y -9 son 3 y 3.

Nota:

Si a,beZ;a’+b* =0 probamos que tienen dos y solo dos M.C.D. D y D’ asociados entre si.

Ademas por el teorema visto inmediatamente antes de la  definicion de
M.C.D.I(a,b)=1(D)= = Del(a,b)=3Ip,seZ;D=pa+sb. Como D’=-D, D’ también es C.L. de ay
de b.

En definitiva podemos afirmar que los maximos comun divisor de dos enteros a y b siempre
pueden escribirse como combinacion lineal de a y b.

Asi como dimos una definicion de M.C.D. independiente de la relacién “<” intentaremos
hacer lo propio respecto al m.c.m.

Dm=a A m=b
Nuestro proyectoes: mesm.c.m.deayb <

2Q)VxeZ;x=aAX=b=>x=m

Por lo dicho vamos al siguiente teorema.

Teorema
* ijjm=a A m=b
H) a,beZ T) 3me Z tal que )
i)VxeZ;x=aAX=b=x=m
AN.E.P. - CO.DI.CEN. 85

Direccion de Formacion y Perfeccionamiento Docente.
Departamento de Educacion a Distancia.



Prof. Daniel Siberio.

Dem.

Consideramos H = { XeZ;x=aAx=b } Es inmediato verificar que H es un ideal en Z.

Por lo tanto H es principal; en otras palabras 3m € Z; H = I(m) Probemos ahora que m cumple
las proposiciones 1) y ii) de la tesis.
1) meI(m):H:>m:a.1/\m:t.)

i) VxeZ;x=aAnx=b = xeH=I(m) = x=m

Definicion

Sean a y b dos enteros no nulos. Decimos que m (m € Z) es minimo comun multiplo de a y
b siy solo si cumple:
j)m=a Am=b

L] L]
i) VxeZ;x=a AXx=b = x=m

Dados dos enteros a y b no nulos el teorema inmediato anterior nos asegura la existencia de
al menos un minimo comun multiplo. Nada nos dice acerca de cuantos hay.

Probar que si a y b son dos enteros no nulos aceptan dos y solo dos m.c.m. y que ademas son
asociados entre si.

Definicion

1) a,beZ decimos que ay b son primos entresi < 1es M.C.D.deayb.
2) peZ p#0,p=1 decimos que p es primo < d(p)={1-1,p,—p }

Teorema de Euclides

c/ab
) +=>c/b
a y ¢ primos entre si

Dem.

Como a y c son primos entre si 1 es M.C.D.deayc = 3p,seZ;l=pa+sc multiplicando
ambos miembros por b tenemos que: b =pba+sbc Por hipdtesis ¢/ab y por definicidn c/c ; entonces
c/pba+scb 'y como pbatsbc=b = c¢/b

Corolario
a y b primos entre si

1) }:> ab/c

a/c A b/c

p € Z p primo

= p/a v p/b
p/ab } P P

Demostracion a cargo del lector.
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Ejercicios
Demostrar:
a b
- r q = DesM.CD.debyr
DesM.CD.deayb

2- Que el procedimiento identificado en “divisibilidad en (N,+,-,<)”” como algoritmo
de Euclides también es valido en (Z+,-, <)

3- D=max d(a)nd(b) = DesM.CD.deayb.
(Es cierto el reciproco? ¢Ocurre algo similar con el m.c.m.?

4- DesM.C.Ddeayb = Dxes M.C.D. de ax y bx

DesM.CD.deayb
D a b
5- x/a = — esM.CD.de —y—
X X7 x
x/b
a=Da'
6- DesM.C.D.deayb = { b=Db'

a'y b' primos entre si

DesM.CD.deay—-b

7- DesM.C.D.deayb = {
DesM.CD.de—-ay—-b

mesmcm.deay—b
8- mesm.cm.deayb :{ Y
mesmecm.de—ay—b

9- SiDesM.CD.dea,b y mesm.c.m.deab = | m.D | :| a.b|

10- “Todo entero compuesto puede expresarse como el producto de (+1)por factores

’

primos positivos. Esta expresion es unica, salvo el orden en que los factores se consideren.’
(sic. Algebra moderna- Birkhoff — Mc. Lane)
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ANOTACIONES

“ Inicio
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