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1.3. Derivabilidad

de los conceptos fundamentales que seguramente has estudiado en los cursos de matematica
ficeo es el concepto de derivada. Recordemos la definicién.

1. Derwabilidad de una funcién en un punto

icién 1.3.1. Derivada de una funcién en un punto.
f:U — R una funcion y xo un punto interior a U . Decimos que f es derivable en zg
¥ solo si, existe un nimero L tal que:
— f(z
f@)= @) _

lim ———— =
T—>T0 T — X

manera equivalente, si existe un nimero L tal que:

lfm f(zo+h) = flmo) _ I
h—0 h

= es derivable en xg entonces al valor del limite recién mencionado se le llama derivada de
el punto zy y se lo indica con el simbolo f'(zg). Es decir:

f(zo) = 1im L@ =S

—Z0 T —XTg

derivada de f en xo también suele simbolizarse %(zo)).

o xT

Figura 1.11: Interpretacién geométrica de la derivada.
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Observacién 1.3.1. Interpretacién geométrica de la derivada. (figura 1.11).

El cociente incremental w es el coeficiente angular de la recta determinada por los puntos
A(zo, f(z0)) y P(z, f(z)). Es razonable pensar que cuando z “se acerca a z,” la recta AP tiende
a transformarse en lo que intuitivamente pensamos que deberfa ser la recta tangente a la gréafica
de f en el punto A. Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién 1.3.2. Recta tangente a la grafica de una funcién.

Sea f una funcién derivable en xy. La recta tangente a la grifica de f en el punto
A(zo, f(wo)) es (por definicidn), la recta que pasa por dicho punto y que tiene como coeficiente
angular la derivada de f en xo. Es decir, es la recta de ecuacion:

y = f(zo) + f'(xo0) (z — z0)

Observacién 1.3.2. Interpretacién dindmica de la derivada.

Supongamos que tenemos cierta “magnitud” Y que depende de otra X mediante la funcién
Y = f(X) (Piensen en “tasa de desempleo en funcién del tiempo” o “PBI en funcién del tiempo”
o “inflacién en funcién del desempleo”, etc). Cuando X toma el valor z, el correspondiente valor
de Y es f(xo). Si, a partir de zo, la X se incrementa en h, llegamos al valor zo + h, que da
lugar al valor f(zg + h) para la Y. La diferencia f(zo + h) — f(zo) es el incremento que ha
experimentado la variable Y cuando la X se vio incrementada en h. El cociente:

incremento en Y f(xz0 4 h) — f(z0)
incremento en X h

es la razén de cambio media de Y respecto de X cuando X pasa de zy a zg + h. Como lo
expresa su propio nombre, este cociente nos da una idea de cémo cambia Y comparado con el
cambio de X. Si hacemos h tender a 0 obtenemos que la razén de cambio instantdnea (de
Y respecto de X) en zq coincide con:

i {@0+ k) = £(z0)

h—s0 h

= f'(za) = %(mo)

La derivada puede interpretarse entonces como una velocidad. En este caso, como la “rapidez”
con que cambia Y con respecto a X en el punto zg.

Continuamos repasando los resultados fundamentales vinculados al concepto de derivada. Las
demostraciones de los teoremas que enunciaremos las puedes encontrar en el Apéndice A.

Teorema 1.3.1. Relacién entre derivabilidad y continuidad.
Si f es derivable en xg entonces f es continua en xg.

Observacioén 1.3.3. El reciproco del teorema anterior es falso, esto es, una funcién puede ser
continua y no derivable. Por ejemplo, la funcién f(z) = |z| es continua en 0 pero no es derivable
en dicho punto (como puede verificarse facilmente).

Debes tener mucho cuidado entonces; la derivabilidad implica la continuidad

f derivable en zy = f continua en =z




Figura 1.12: Funcién valor absoluto.

@ al revés:

f continua en zy #= f derivable en g

2 manera alternativa de expresar la condicién de derivabilidad:

na 1.3.2. Una condicién necesaria y suficiente para la derivabilidad.
=L — R una funcion cuyo dominio U contiene algin entorno del punto xy. Entonces se
que f es derivable en xq si, y solo si, existen una constante L y una funcion o : U — R
ma en xg con a(xg) =0 tales que:

f(z) = f(zo) + L (z — z0) + a(z) (x — x0) Vo e U.

acién 1.3.4. La condicién necesaria y suficiente de derivabilidad que acabamos de dar
a condicién de diferenciabilidad. Para funciones de una sola variable (que son las tinicas
las que trabajaremos en este curso), los conceptos de derivabilidad y diferenciabilidad son
-alentes; pero cuando se pasa a trabajar en situaciones mds generales (funciones de varias
ables por ejemplo) la nocién de diferenciabilidad es la de mayor relevancia. (Esto lo verds en
o de Matemaética IT).

: acion 1.3.5. Aproximacion lineal.
f : U — R una funcién derivable en el punto zg € U. El teorema anterior nos permite
ar que existe una funcién o continua en g con a(zg) =0 tal que:

f(@) = f(zo) + f'(x0) (z — z0) + a(z) (x —z) VzeU.

expresion f(zo) + f'(z0) (z — xp) no es otra cosa que la ordenada (correspondiente a la
sscisa ) de la tangente a la gréfica de f en el punto A(zg, f(zp)). Como lim,_.,, a(z) = 0,
«! sumando «a(z) (z — zp) tiende a cero “més rédpido” (es un infinitésimo de mayor orden) que
F(z0) (z—z0) para z — o (estamos suponiendo aqui que f’(zg) # 0). Luego, resulta razonable
pensar que si trabajamos con valores de x bastante préximos a g, la expresién a(z) (z — zq)
sera “despreciable” frente a f'(xg) (z — x¢). Es asi que, si trabajamos cerca de zp, podremos
“aproximar” f(z) por f(zo) + f'(z0) (x — z0), es decir, podremos aproximar la funcién por su
tangente en el punto. Estas consideraciones informales las vamos a estudiar con més detalle en
el Capitulo 6.
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Teorema 1.3.3. Suma, producto y cociente de funciones derivables.
Sean f y g dos funciones derivables en un punto a. Entonces se cumple que:
1. f+g es derivable ena y (f+ g)'(a) = f'(a) + ¢'(a).
2. f.g es derivable ena y (f.g)(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

3. Sig(a) # 0 entonces f/g es derivable en a y (f/9)(a) = Mg(ﬁg—méﬂﬂ—“).

Otro resultado central en la teorfa de derivacién es el teorema de la derivada de la funcién com-
puesta. Empecemos entonces repasando el concepto de composicién de funciones. La situacién es
la siguiente: tenemos dos funciones f:U—=Ryg:V — R con dominios U y V respectivamente
y nos interesa aplicarlas sucesivamente. A cada z de U queremos aplicarle la funcién f y al
resultado obtenido (o sea f(z)) queremos aplicarle la funcién g.

z L f@) o glf(@)]

Para que esto pueda hacerse necesitamos que los valores f(z) caigan en el dominio de la funcién
g, y por lo tanto tendra que cumplirse que f (x)eV, Ve eU.

glf (@)]
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La composicién de g con f (la funcién compuesta de la g con la f) es la funcién que a cada
x € U le hace corresponder directamente el valor g[f(z)]. Esta nueva funcién se simboliza gof.

Definicién 1.3.3. Composicién de funciones.
Sean f: U >R yg:V — R dos funciones a valores reales tales que f(U) CV (o sea que

f(x) e V, Yz € U). La funcidn compuesta de g con f es la funcién que indicaremos gof y que
estd definida por:

gof :U—R / (gof)(z) = g[f(z)], VzeU.

La composicién preserva la continuidad y la derivabilidad de las funciones. Este hecho queda
enunciado con precisién en los dos préximos teoremas:

Teorema 1.3.4. Continuidad de la funcién compuesta.

Sean f: U - R yg:V — R dos funciones tales que f(U) C V. Si f es continua en a € U yg
es continua en f(a), entonces-gof es continua en a.
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1.3.5. Regla de la cadena. (teorema de la derivada de la funcién compues-
f:U—=Ryg:V — R dos funciones tales que f(U) C V. Si f es derivable ena € U
derivable en f(a), entonces gof es derivable en a y se cumple que

(9of)'(a) = ¢'(f(a)) f'(a)

ri6n 1.3.6. Funcién derivada. Supongamos que f es una funcién derivable en cada
cierto conjunto U. En este caso podemos considerar la funcién que a cada =z € U le

responder el nimero f'(z). Esta nueva funcién se llama funcién derivada de f, y
Snida entonces por: .

f:U—R [z fi(a)

1.3.1. Supongamos que queremos calcular la derivada de la funcién h(z) = L|f(z)|
f es una funcién derivable y que no se anula en cierto conjunto U. Esta funcién h
scemos como la composicién de g con f en donde g viene dada por g(z) = L|z|. De

gén g conocemos su derivada (es i—) y entonces, si aplicamos la regla de la cadena para
‘obtenemos:

e

LI @) = (@) = ¢ (f@)) f(z) = ﬁ f(z) =

& obtenido entonces la funcién derivada de h. Esta funcién es:

W:U—R / h'(:c)=ffl((z)), VzeU

mir del conocimiento de las derivadas de las funciones trascendentes elementales y de la
cion de la regla de la cadena se deduce la “tabla de derivadas” que presentamos en la
pagina. En la misma no hemos indicado las condiciones de existencia de la derivada.

a caso particular deberds analizar para cuales valores de z es aplicable el resultado.
incluido las funciones trigonométricas inversas que, de hecho, serdn introducidas en el
mo capitulo).

aguientes ejercicios te pedimos que intentes resolver una serie de cuestiones que involucran
septo y el cdlculo de derivadas.

reicio 1.3.1. Encuentra la ecuacién de la tangente a la grafica de f en el punto de abscisa
fo f(z) = 23 — 222 + 4.

peicio 1.3.2. Sea f(z) = %:53 +22% + 3z + 1. Halla los puntos de la grafica de f en los cuales

zente es horizontal. '

ercicio 1.3.3. Sea f(z) = L|2z + 1|. Halla los puntos en los que la tangente a la grafica de
paralela a la recta de ecuacién 2x — 3y + 20 = 0.

ercicio 1.3.4. Encuentra los valores de a y b para que f(z) = e y g(z) = —2® 4 ax + b
zan tangente comun en el punto de abscisa 0.

cicio 1.3.5. El producto bruto interno (PBI) de cierto pais era N(t) = t2 + 5t + 106 mil
omes de ddlares ¢ anos después de 1980. ;A qué razén cambié el PBI con respecto al tiempo
10887




37

icio 1.3.6. Calcula la funcién derivada de las siguientes funciones:

= (2 +1)e > 2) f(z) = Lhiaisl 3) f(z)=L|z}

=2

S =5-3z+1L ?;f;ll' 5) f(z) = L (z+ VI+2?) 6) f(z) = (22 + 2z) e+2
)=2z-1)+V2Z—6z+5 8) f(z)=25+L[1-2* 9) f(a) Ve

z=1
e

guiente definicién la usaremos en los préximos capitulos. Se trata de la nocién de funcién
= en un intervalo cerrado, concepto que sélo involucra la derivabilidad lateral en los
s del intervalo. (Observa la analogia con la Definicién 1.1.2).

e e o

imicién 1.3.4. Funcién derivable en un intervalo cerrado.

f : la.b] — R una funcion cuyo dominio es el intervalo cerrado [a,b] y que toma valores

Decimos que f es derivable en [a,b] cuando se cumplen las siguientes condiciones:

# Para cada x € (a,b), f es deriwable en zo; o sea que: limg_z, ! (mz:£gz°)

Yzp € (a,b).

f es derivable en a™; o0 sea que: lim,_, .+ sz)-f—cé@
f(x)—f(b)

- z—b

eziste y es finito

existe y es finito.

= [ es derivable en b~ ; o sea que: lim,_, eziste y es finito.

3.2. Propiedades bdsicas de las funciones derivables en in-
tervalos

la seccién anterior habfamos obtenido una serie de resultados para funciones continuas en
intervalo cerrado. Si agregamos la hipétesis de derivabilidad podemos obtener nuevas con-

dones. Una de las més importantes viene dada por el “Teorema de Lagrange”.

rema 1.3.6. Teorema del valor medio de Lagrange.
f una funcién continua en [a,b] y derivable en (a,b) (o sea derivable en cada uno de los
tos del intervalo abierto (a,b)). Entonces eziste al menos un punto c € (a,b) tal que:

B)— f(a) = f'(c) (b—a)

servacion 1.3.7.

El teorema asegura que el incremento de la funcién entre los extremos del intervalo (es decir
f(b) — f(a)) coincide con el producto del valor de la derivada en algiin punto intermedio
por la longitud del intervalo. Del punto intermedio ¢ (que no tiene por qué ser tnico) sélo

se puede saber a priori que estd entre a y b. El teorema (y su demostracién) no dice cémo
hallarlo.

La moraleja de este resultado es la siguiente: “si tenemos informacién acerca de la derivada
de una funcién, entonces podemos obtener informacién sobre la propia funcién”. Veamos
algunas consecuencias del teorema de Lagrange que explican lo que acabamos de afirmar.

Teorenia 1.3.7. Derivada nula.
Sea f una funcidn continua en [a,b] y derivable en (a,b). Si f'(z) =0, Vz € (a,b) entonces la
cion f es constante en [a, b).







