NOTAS TEORICAS | ORDEN EN R. VALOR ABSOLUTO

1) ORDEN ENR
Existe un subconjunto de R, que llamaremos conjunto ndmeros reales positivos, anotamos R, que cumple las siguientes

propiedades:
A) (ley de tricotomia)
Para cada a € R, se cumple una y solo una de las siguientes proposiciones: 1) a=0

2) aeR,
3) (-a)eR,

B) SiacR, Y beR, entonces:1) a+beR,

2) a-beR,
Definicion 1
Dados a y b nimeros reales diremos que:

1) *“aesmenor que b (0 que “b es mayor que a”) < b—a e R,. Anotamos a <b.

2) “aes menor o igual que b’ (o que “b es mayor o igual que a”’) < a<b 0 a=Db. Anotamos a <bh.

3) *“aesmayor que b (o que “b es menor que a”) < a—b e R, . Anotamos a > b.

4) *“aes mayor o igual que b’ (0 que “b es menor o igual que a”) < a>b o a=Db. Anotamos a > h.

Como consecuencia inmediata de la definicidn anterior tendremos que si a > 0, entonces a es un real positivo.

Esdecirr a>0 < aeR,.

Definicion 2 Un nimero real a se llama negativo siy solo si (-a)eR,

Anotamos R _ al conjunto de los reales negativos.

Definicion 3
1) Llamaremos reales no negativos al conjunto R, U {0}

2) Llamaremos reales no positivos al conjunto R_ U {0}

Teorema 1 (también conocido como ley de tricotomia)

Dados a y b reales cualesquiera, se cumple unay solo una de las siguientes relaciones:
a<b o a=b o a>bh

Demostracion: b—a = x por lapropiedad A x=0 = a=b,0 xeR, => b-aeR, = a<b.obien (-x) e R, yporlo
tanto a—b e R, dedonde a>b e

Teorema 2. Propiedad transitiva

Sia<by b<c=a<c

Demostracién: a<b < b—-a>0yque b<c < c—b >0 lapropiedad B nos permite afirmar que
(b—a)+(c—b)>0ycomo (b—a)+(c—b)=c—a llegamosaque a<ce



Teorema 3. Monotonia de la adicion

Sia<b = a+c<b+c

Demostracion: Llamemos x=a+c e y=b+c = y—-x=b-a.Porhipbtesis b—a>0= y—-x>0 porlotanto x<y
quedando probado el teorema e

Teorema 4. Monotonia de la multiplicacién

i) Sia<b yc>0= a-c<b-c
ii) Sia<b yc<0= a-c>b-c

Demostraciénde i): Sia<b = b—-a>0 porlapropiedadB c-(b—a) >0 = cb —ca > 0 quedando probado el

teorema e
El caso ii) queda como ejercicio.

Teoremab
SiaeR" = a’>0

., . * a>0=a-a>0=a’>0
Demostracion: Si aeR = a0 = °

a>0=(-a)>0= (-a)(-a)>0=a’>0

Teorema 6

Sia>0y b>0 entonces, a’> <bh® < a<b

Demostracion: a? <b? < b?-a%?>0«< (b—a)(b+a) >0y por hipétesis a+b>0 = b-a>0=b>a.
Reciprocamente si b>a=b—a >0, por hipétesis a+b>0 =(b—a)(b+a)>0<b’>-a?>0< a’<b’ e
EJERCICIOS

I) Prueba las proposiciones siguientes:
1) No existe ningtn nimero real tal que x*> +1=0.

2) Sia>l=a’>a

3) Sio<a<l=a’<a
4) Si O<a<b:0<%<l

a

I1) Verdadero o falso: Si a<b y c<d = a-c<b-d.Justifica tu respuesta.

Profesor Daniel Olmos



I1) VALOR ABSOLUTO

Definicion 1

Llamaremos valor absoluto de u € R, anotamos |u| yan i) |u| =u<s ux0

i) [u[=-ue u<0
ucsu=0
Usualmente lo expresaremos: | u | = {
-u=u<0
Ejemplos [5]=5 |-3|=—(-3)
De la definicion es inmediato que, paratodo u e R: 1) |u[=0  2) |u|=|-u] 3) u’=|u|® 4) u<|u

La representacion geométrica de los reales, por puntos de la recta, nos permite decir que | u| es la distancia de u al 0.

Ejemplo 1 Resolver e interpretar geométricamente. |u| <3

i)Siu >0 entonces [u|<3 < u<3,y ii)Siu<0 entonces [u|< 3 & -u<3< u>-3

La solucién es la unién de las soluciones halladas en i) y ii). Por lo tanto S =S; US; = {u e R/-3<u <3}

Geométricamente S; es | |

0 3

y S; es |

SZSiUS“ | |
-3 3

Ejemplo 2 Paratodo u e R se cumple u <|ul por lotanto: —[u|<u<|u| o -|u|<-u<|u

Teorema 1

Paratodo a€ R, beR secumple: 1) |ab|=|al|b]

a‘zlal
[b]

2) Sib#0 ‘—
b

3) Sik>0 |a<k & -k<a<k

4) Sik>0 |alzk < ax=k o a<-k
5) |a+b|<|a|+|b]| (desigualdad triangular)
6) |a|-|b| <|a-b|

7) |al-[b|<[[a]~[b]| <[ a-b|

8) Va? =|a|



Demostracion del 5: Aplicando el ejemplo 2, sumando miembro a miembro las desigualdades: —|a|<a<|a| y

—|b|<b <|b]|. Obtenemos —(|a|+|b]) < a+b < (|a|+|b|) aplicando el 3 del teorema queda demostrado e

Quedan como ejercicio las demostraciones de 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8.

Ejemplo 3 Resolver y representar geométricamente |3x —5| > 1

Aplicando 4 del teorema tenemos que: 3x—-5>1 0 3x-5<-1 = x< % 0 XxX>2

% 2

Ejemplo 4 Demuestra que, para cada ¢ R, se verifica que | x—2| < % o [5x-10| <&

|x—2|<§<:>5|x—2|<a < |5][x-2| <& < |5(x-2)|<e < |5x-10| <
Ejemplo 5 Paracada e € R, halla 5 R, talque |[x-3|<3=|6x-18|<¢

|6x—18|<sc>|6(x—3)|<s<:>6|x—3|<s<:>|x—3|<% por lo tanto 6:% y para cualquier valor menorque%

también se cumple. Las implicaciones anteriores nos permiten afirmar que | x—3| < 8 < |6x-18| <&

EJERCICIOS

1) Demuestra la propiedad triangular aplicando el teorema 6.

Profesor Daniel Olmos
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