NOTAS TEORICAS Il COTAS y EXTREMOS. AXIOMA del EXTREMO SUPERIOR Curso 2007
1. Intervalos

Dados dos numeros reales ay b, a < b, llamaremos intervalos a los conjuntos definidos de alguna de
las cuatro formas siguientes:

[a,b]={xeR/a<x<b} quellamaremos intervalo cerrado.

Se representan graficamente I | 0 bien a b

(a,b)={xeR/a<x<b} quellamaremos intervalo abierto.

Se representan gréaficamente 0 bien a b
a b ~ ~

[a,b)={xeR/a<x<b} quellamaremos intervalo semicerrado o semiabierto.

Se representan gréaficamente | 0 bien &, b
a - b >

(a,b]={xeR/a<x<b} quellamaremos intervalo semicerrado o semiabierto.

Se representan graficamente | 0 bien g .b
a b

Llamaremos distancia entre dos puntos o nameros reales a , b al nimero | a- b| . En el caso de los intervalos, esta definicion

tiene un significado geométrico evidente: es la longitud del intervalo. Es facil deducir en dichos casos que : b—a = | a-b | .
La definicion de intervalo cerrado corresponde a la de segmento en la geometria euclidea.

Las definiciones anteriores se pueden extender, considerando la semirrecta y la recta como intervalos no acotados.

[a,+o0)={xeR/x>a},serepresentan _I 0 bien IS
a
(a,+0)={xeR/x>a}, se representan 0 bien aq
a
(oo, b]={xeR/x<b}, se representan I o bien ob
b
(—o0,b)={xeR/x<b},se representan DN o bien p0
b

Para el caso de toda la recta, se suele expresar (—oo,+0)=R .

2. Cotas

En las siguientes definiciones, haremos mencion del cuerpo ordenado K para referirnos indistintamente al de los
racionales (Q,+,,>) o el de los reales (R,+,*> ), especificando uno de ellos en caso necesario.
Definiciéon 1
Sea C un subconjunto de un cuerpo ordenado K. Se dice que:
a) h e K es cota inferior de C, si y solo si paratodo X € C se cumple h<x.

b) k e K es cota superior de C, siy solo si paratodo X € C se cumplex <k .
c) C es acotado inferiormente, si y solo si existe h cota inferior de C.
d) C es acotado superiormente, si y solo si existe k cota superior de C.
e) C es acotado, si y solo si es acotado superiormente e inferiormente.
La Gltima parte de la definicion, se puede expresar afirmando que si un conjunto C es acotado si y solo si existen h, y k tales

que h<x<k paratodo xeC.



Definicidn 2
Sea C un subconjunto de un cuerpo ordenado K.
a) M es maximo del conjunto C, siysolosi M eC y M es cota superior de C.
b) mes minimo del conjunto C, siysolosi meC y m es cota inferior de C.
Si un conjunto tiene maximo o minimo éste es Unico. Si tuviera ambos, éstos también son Gnicos.

Demostrado en clase.

3. Extremos
Un conjunto acotado superiormente (inferiormente) tiene infinitas cotas superiores(inferiores); podemos entonces considerar
el conjunto de las cotas superiores (inferiores). Por ejemplo el conjunto de las cotas superiores no tiene maximo pero si tiene
minimo. Esto da lugar a la siguiente definicion.
Definiciéon 3
Sea C un subconjunto, no vacio, de un cuerpo ordenado K.
a) Llamaremos extremo superior o supremo de C, a la minima cota superior de dicho conjunto.
b) Llamaremos extremo inferior o infimo de C, a la maxima cota inferior de dicho conjunto.

Es decir, que el extremo superior o supremo( extremo inferior o infimo) de un conjunto no vacio, de un cuerpo ordenado, es
el minimo (maximo) del conjunto de las cotas superiores(cotas inferiores).
Es posible definir extremo superior e inferior del siguiente modos
Definicién 3°
Un k € K, se llama extremo superior o supremo de un conjunto no vacio Cc K , si y solo si cumple:

i) kescotasuperior de C.

ii) Sik’ es cota superior de C, entonces k <k’.
Definicion 3
Un h e K, se llama extremo inferior o infimo de un conjunto no vacio C < K, si y solo si cumple:

i) hes cota superior de C.

ii) Sih’ es cota superior de C, entonces h'<h.
Estas definiciones son equivalen a la parte (a) y (b) respectivamente de la definicion anterior de extremos.

Demostrarlo como ejercicio.

4. Axioma del Extremo Superior o Supremo.

En el cuerpo de los nimeros racionales, existen subconjuntos no vacios, acotados superiormente que no tiene extremo

superior. Por ejemplo, el conjunto A = {x €eQ/x20,y x2 <2 }esté acotado superiormente-probarlo- no obstante no

admite extremo superior. El extA=L/L%=2 gue como sabemos no es racional. Ese ndmero es el irracional, V2.

Si el conjunto A, estuviera definido en un cuerpo mas amplio que el de los racionales; un cuerpo que admitiera a los
irracionales como nimeros, entonces A tendria extremo superior.

Esto da lugar a la idea de completar los nimeros racionales con los irracionales obtenido un nuevo cuerpo ordenado y
completo. Para obtener un cuerpo ordenado completo debemos agregar un nuevo axioma, llamado axioma del extremo
superior o del supremo. Este axioma permite asegurar la existencia de nimeros no racionales - los irracionales - completando
através de él, al cuerpo de los racionales, lo que motiva que a dicho axioma se le llame también axioma de completitud.

A este nuevo cuerpo lo llamaremos cuerpo ordenado de los nimeros reales, o simplemente ndmeros reales, R.



Axioma del Extremo Superior o Supremo

Todo conjunto no vacio de nimeros reales, acotado superiormente tiene extremo superior o supremo.

Ejemplo
1) El intervalo (— oo,—5), es un conjunto no vacio, acotado superiormente, por lo tanto tiene extremo superior, de acuerdo al

axioma. El extremo superior o supremo es 5. En este caso 5¢ (— oo,—5) por lo que este conjunto no tiene maximo.

2) El intervalo (—oo,—5] , 8 Un conjunto no vacio, acotado superiormente, por lo tanto tiene extremo superior, de acuerdo al
axioma. El extremo superior o supremo es —5. En este caso -5 e (—oo,—5] por lo que este conjunto ademas tiene maximo.
¢Si un conjunto no vacio es acotado inferiormente admitira extremo inferior?

Por ejemplo ¢ [— 5,+oo) admitira extremo inferior? Si, es -5, pero debemos probarlo; para ello probaremos un teorema cuya
demostracién utiliza un conjunto Ilamado conjunto simétrico de A y que se define como A~ = {y eR/y=-x,Vxe A}.
Por ejemplo si A=(-3,5] entonces A~ =[-5,3).

Ejercicio: Representa graficamente ambos conjuntos.

Teorema l

Todo conjunto no vacio de nimeros reales, acotado inferiormente tiene extremo extremo inferior o infimo.

Demostracion

Llamaremos A al conjunto que cumpla las hip6tesis del teorema, es decir conjunto no vacio y acotado inferiormente.

Graficamente |

h A

Definamos el conjunto A~ ={y e R/y=-x, Vx e A}, llamado conjunto simétrico de A.

Graficamente |
|

A” -h

1) A” = ¢, efectivamente A= ¢ = Ixe A porlotanto —-x e A.
2) A~ es acotado superiormente

Efectivamente, si h es una cota inferior cualquiera A, entonces V x € A se cumple por definicién de cota inferior que
h<x.

Entonces —h > —x paratodo —x € A, por lo tanto —h es cota superior de A~ .
De 1) y 2) se deduce que el conjunto A~ esta en las condiciones de Axioma del extremo superior, entonces el conjunto A~
admite extremo superior. Llamemos L = extA”.
Entonces, para toda cota superior de A, -hsecumpleque L<-h = —L>h siendo h una cota inferior cualquiera de A.

Por lo tanto —L es la mayor de todas las cotas inferiores de A . e

Entonces, el intervalo [ 5,+c0), visto anteriormente tiene extremo inferior o infimo, es -5, y como -5 € [-5,+), -5 el

minimo del conjunto.



Definicion del nimero €

1\" .
Consideremos el conjunto E = { xeR/x= (1+ Fj neN } para n=1,2, y 3 los nimeros 2, % Y 6%7 pertenecen la

conjunto E. Todo ndamero del conjunto es mayor que 1, por lo tanto el conjunto esta acotado inferiormente. Podemos probar

que extE =minE =2 . Ademas, este conjunto esta acotado superiormente, aunque no es sencillo hacerlo. Por lo tanto, E tiene
extremo superior. Definimos extE =€ llamada constante de Euler o nimero €. Es un nimero irracional aproximadamente

igual a 2,71828182845904523536028747135266249775724709369996.

Profesor Daniel Olmos
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