CONTINUIDAD-CURSO 6TO-MATEMATICA
SINTESIS TEORICO-PRACTICA PROF. SERGIO WEINBERGER

INTRODUCCION: La idea de una funcién “continua en a” es aquella en la cual
3 f(a) y no presenta “saltos” en a.
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En estos ultimos casos la funcion es continua en a.

DEFINICION:

f es continua en a <——> 1) 3f(a)
2) lim f(x) = f(a)

x—a
Lo anterior puede expresarse i
de forma mas breve:
lim f(x) = f(a)
X—a

Observacion : La definicidon de continuidad requiere la existencia de f(a),
por lo tanto el conjunto de reales para los cuales f es continua

“el conjunto de continuidad” esta incluido en el dominio de f.
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EJEMPLOS:

1) Si f es una funcién polinémica — = lim f(x) = f(a) —= fcont.en avacR
X—a
por tanto una funcién polinémica es continua Vxe®R, coincidiendo en
este caso con el dominio.

2) Seaf:f(x)= \/; D(f)=R* U {0t. Estudiaremos la continuidad de f:

3
sia>0 o lim +x =.a —Pordefeont . toont ena
Xx—a
sia=0 —>/H/I|'m \/; (/H/Il'm \/;) — fnoescont. en O>:>fcont. VxeR*
X—a X—a’
si a<0 —>/§ f(a) — fnoescont.ena y

En este caso el conjunto de continuidad ha perdido el 0 respecto al dominio.

3) Seaf:f(x)= [e*? —1 si  x<-1 a) Estudiar cont. de f
x+3 si  -1<x<0 en-1yenO.
—xX?+2x+3 s x>0 b) Graficar f.

f (x) e*? —1 x+3 — x> +2x+3
-1 0 X
cont.en—1: f(-1)=e " —1=e—1)
lim (e —1)=e—1 pordef.cont: 5 £ ho cont. en -1
\
X— -1
lim (x+3) = 2 )
x— -1"
cont.en0: f(0)=—0%+2.0+3=3)
lim (x+3) =3 pordef.cont: o ¢ cont. en 0
\
x—> 0
lim (- x* +2x+3) =3
x— 0"
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EJERCICIO1: Estudiar la continuidad de las siguientes funciones :

a)f: f(x)= e* b) f : f(x)= Lx c) f:f(x)=1x]
d) f: f(x) = sg(x). Puede definirse sg(0) de modo que f sea cont. en 0 ?
EJERCICIO2:

2
—4
Seaf:f(x)= X Si x <-1 a) Estudiar cont. de f
X+2
LIx|-3 si -1<x<0 en-2,-1yen0.
Jx =2 si x>0 b) Graficarf.

¢ Podria hacerse f continua en -2 si definiéramos f(-2)?

CONTINUIDAD LATERAL.:

Def : fes cont. ena’ < lim f(x) = f(a)
x—>a"

fescont.ena < limf(x) = f(a)
X—>a

Observacion: De acuerdo a esta definicion :

fescont.ena < fescont.ena y fescont.ena’

CONTINUIDAD EN INTERVALOS :

Definiciones:
1) fes continua en (a,b) < f es continua Vxe(a,b)
2) fes continua en [a,b] < fes continua Vxe(a,b),
fescont.ena’
yfescont.enb
EJERCICIO3: Considerando la funcién del ejercicio 2, analiza continuidades
laterales de ésta en 0. jes f continua en (-1,0)?en [-1,0]?;y en [-1/2,0]?
Justifique respuestas.

OPERACIONES CON FUNCIONES CONTINUAS :

TEOREMAS DE CONTINUIDAD DE SUMA,PRODUCTO Y COCIENTE :
1) Sifescontinuaenaygescont.ena= ftgescont. ena
2) Sifescontinuaenaygescont.ena= f.gescont. ena
3) Sifescontinuaena, gescont.enayg(a)»0 = f/gescont.ena
Demostraremos 1) y los demas quedan a cargo del lector :
lim (f+g)(x) = lim  f(x) + g(x) = f (a) + g(a) = (f+g)(a)

Xx—a Xx—a

por teo.lim.suma
f(@) g(a) por Hy def. cont.
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def. funcién suma teo.lim.suma

Demostracién de 1): lim (f+g)(x) = lim f(x )\g(xf )+g(a) = (f+g)(a)

def.cont

—=== > (f+g) cont. en a

) (por H y def. cont.)
EJERCICIO4: Demostrar 2)y3) (teos.cont. producto y comente)
VX +3

(x —7).L(x - 5)

EJEMPLO: Estudiaremos la continuidad de la funcion: f:f(x)=

1) A/X + 3 es continua Vx > - 3 ( continuidad de la funcién radical)
( continuidad del numerador)

2) x-7 cont.¥xeR (cont.func.polindémica) contdelproducto (4 D) (x-2)
L(x-5) es cont.Vx > 5 ( cont. func. logaritmica) cont.vx>5

(continuidad del denominador)
3) (X-7).L(x-5)#0 < x#£7 y x#6
(denominador no nulo)

de 1),2)y3)y por teo.cont.cociente

> |f es continua Vx > 5, con x#6 y x=7

x* —5x
(e**? = 3)(L|x +2|)

EJERCICIO5: Estudiar continuidad de la funcion f : f(x)=

CONTINUIDAD DE LA FUNCION COMPUESTA:

Sifescont.ena
g es cont. en f(a }:> (gof)cont.en a

Demostracion: lim (g o f)(x) = lim g[f(x)] = g[f(a)] = (g o f)(a) = gof cont. en a
X—a x—a | (por cont.de g en f(a))

f(a) por cont. de fen a (H).

Ejemplo : Sea f: f(x) = L(x*-1)

x*-1 cont.¥xe%R (cont.func.polinémica)
u= x>-1>0 Vxe(-00,-1) U (1,+x)
Lu escont.Yu > 0 ( cont. func. logaritmica)

cont. funcion compuesta

f cont. Vxe(-0,-1) U (1,+x)
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TEOREMAS DE CONTINUIDAD:

TEOREMA DE BOLZANO:

@ f cont. en [a,b] , f(a).f(b)<0 @ Jce(a,b) / f(c)=0

Obs: El teorema no asegura la
Demostracion : unicidad de la raiz en (a,b)

A efectos de la demostracion supondremos f(a)<0 y f(b)>0

Consideramos un conjunto auxiliar : A=1{xe[a,b] / f(x)<0+¢
A La demostracion consiste en ver que dicho
conjunto tiene extremo superior y que éste es
f(b)"""""-"""/ raiz de f en (a,b).
A |

c \ b ¥ | *AcRyA=D puesacA (defA)
* A esta acotado superiormente por b (def.A)

f(a)|--- l por axioma de continuidad.

Jdc = Q(A) , al ser ay b cotas inf. y sup.

respect.de A —» a < c < b. (mas adelante
veremos que c#a y c#b)
al ser f cont. en [a,b] por H

If(c)eR Probaremos que f(c)=0,suponiendo
por absurdo f(c)<0 o f(c)>0

1) Supongamos f(c)<0. Si asi fuera czb —222- 5 fes cont. en ¢*
M} , teo.cons.signo *
lim f(x) = f(c)<0 — > f(x)<0 vxe E, (c,0)

X—> c"

ABSURDO
Tomando un x4€ E:(C,S) A lab] —EMA 5 Ix,eA, pero x> c= ext(A) | lo

cual es absurdo por def. de ext.

— f(c)fo y por tanto c=a. sigf(x)__A ECELEES |
ext(tA)=c x,eA c+td b X
2) Supongamos f(c)>0. Si asi fuera cxa —222 5 fes cont. enc”
M) teo.cons.signo *
lim f(x) = f(c)>0 —SCMIEO 5150 vxe E” (c, )
X— C~

prop.ext

———> 1 xq1¢ Ei(c, d) N A — f(x1)>0 por estar x4 en el semientorno \782

f(x1)<O porestar xen A+ ++++

sigf(x) \ i T
— f(c)p0 vy por tanto cxb. a X, ¢

porly?2

N
7

f(c)=o con ce(a,b)
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EJEMPLO: Sea f : f(x) = LI x-2| -x

Demostrar que f tiene al menos una raiz en (0,1)
Aplicaremos el teorema de Bolzano:

1) f(0)=L2>0 , f(1)=-1<0

teo.cont.suma

2) LIx-2| cont. vx #2 (cont. funcion log.) > fcont. .VxeR, x #2
-x cont. VxeR (cont. funcion polin.) J/

f cont. en [0,1]

de 1)y2)por teo.de Bolzano >3ce(0,1) / f(c)=0

EJERCICIO6:

Demostrar que f: f(x) = ¢* > + x> — 16
tiene al menos una raiz en el intervalo (3,4)

TEOREMA DE DARBOUX (aplicacion de Bolzano)
@ f cont. en [a,b] @ dce(a,b) / f(c)=k
f(a)<k<f(b), keR

Demostracion:

Tomaremos una funcion auxiliar g : g(x) = f(x) — k

f cont. en [a,b] por H cont.funcsuma_ o 4 cont. en [a,b]

-k cont. en [a,b] (cont.funcidn cte.)

g(a)=f(a)—k <0 porH
g(b) = f(b) —k >0 por H

por teo.de Bolzano Jee(a,b)/ g(c)=0 —» f(c) -k =0 — f(c) =k
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