6toMat”A” -FICHA N°4- DEF.y CALCULO DE LiMITES
Sintesis Teorico-Practica. 2007 Prof. Sergio Weinberger-

DEFINICION DE LiMITE FINITO:

lim, , f(x)=a < VE(a,g) JE*(a,0)/Vx e E*(a,0) = f(x)<cE(a,¢)

yA Es decir que ,dado un entorno cualquiera de
centro “a”, existe otro de centro “a” cuyas imagenes
ote "caen” en el entorno de centro a.
7N
a :k El entorno de centro “a” es reducido con lo cual
f(x)| ! la existencia o no de f(a) es independiente de
a8/t que el limite para x—a exista o no.
// x—a ) > “d”, radio del entorno de centro “a”, dependera de
a-0 ! atd x  “¢”ydelafuncion f.

OBSERVACION: f(x)eE(a,e) @ a-e<f(x)<a+e < |[f(x)-o|<e
Ejemplo : Demostremos, aplicando la definicién, que : lim, ,,(2x —5)=3

De acuerdo a la definicion, esto sera cierto <

VE@3,¢) JE*(4,8)/VxeE*(4,8)= 3-£<2x—5<3+¢

A ,__monot.,sumo5
N

>8—e<2x<8+¢

3+4
monot., : 2

4-%cx<as®
2 2

| T _ g S=g/2

& S .

3% PoL 4-5 4 4.8
SN 2 2

/(x4 >
4-5 4+8 X

JE*(4,0)/VxeE*(4,0)= 3-e<2x—-5<3+¢
siendod=¢/2

=

por.def lim.finito

> lim,_,,(2x —5) =3 que es lo que queriamos demostrar.

EJERCICIO 1 : Demostrar que : a) [im__,(—=x+5)=2

b) lim,_,,(mx +p)=ma+p
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LIMITES INFINITOS Y EN EL INFINITO]

DEFINICIONES:
1) lim, ,,f(x)=40 < VK>0 3JE*(a,8)/VxeE*(a,d0)=f(x)>K
Ya
Es decir, f(x) en este caso no esta
f(x) acotada superiormente en un E *(a,d),
o ST = alcanza valores tan “grandes” como se
quiera, tomando el 6 adecuadamente.
Dicho & en este caso dependera de Ky de f.
0 x—a—) > X
a-0 atod
2) lim, ,f(X)=—0 & s

(completar definicidén y hacer una ilustracién grafica)
A

v

LIMITES LATERALES:

Cualquiera de las definiciones anteriores pueden restringirse a semientornos
con lo cual tendriamos la definicidn de un limite lateral, por ejemplo:

lim _ _f(x)=a < VE(a,e) JE’ (a,8)/Vx €E  (a,8) = f(x)eE(a,&)

X

A

N
/

—Q

T~/
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INFINITO “SIN SIGNO’

DEF:
lim,_, f(x)=c0 < lim _f(x)=—wo+c y lim  f(x)=-00+o0

X—a X—>

v

()]
v

En cualquiera de estos cuatro casos se esta en condiciones de la definicion.

Q)
v
W)

v

ICNyS DE EXISTENCIA DE LIMITE FINITO|

De las definiciones anteriores surge:

lim,_ f(x)=0 < limxﬁaif(x) =q

X—>a

Esta condicién y la definicion de limite infinito nos permite analizar la existencia
de un limite para x—a.
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EXISTENCIA DE LIMITES-EJEMPLOS:

1) En este caso :
B A /
---- i lim 7f(X) =Q CNyS 3 lim.finito
of---=a . " Alim_ f(x)
S me—>a+ f(x)=B=a def lim.co
al >
2) ! En este caso :
A '
““‘E lim _f(X) =qQ CNyS 3 lim.finito
P X " BAlim_,, f(x)
AN lim (%) =+ def lim.oo o
ar >
TEOREMA DE UNICIDAD DEL LIMITE FINITO
“Si una funcion tiene limite finito para x—a, éste es unico”.
H 3limf(x)= aeR T a esunico lim f(x)
Xx—a Xx—a
Demostracion:
Supondremos por absurdo que, ademas de a,
HA)  3JBeR que también es lim f(x)
(hipotesis de absurdo) X—a
y A efectos de la demostracion, supondremos que B>a
4 Sea ¢= a;ﬁ >0 un radio de entorno de centro o
or Hy def. de lim :
7\ P y
A EIE*(a,Sl)/VXeEIE*(a,Sl):OL—B;a<f(x)<0L+B;a
e | 30—
o y efectuando operaciones : OLTB <f(x)< ¢ ; B
| )
N : por hipotesis de absurdo :
) ) B-a B-a
T JE*(a,d,)/VxedJE*(a,d,):B— 5 <f(x)<B+ 5
y efectuando operaciones : OLT_FB <f(x)< 3BT_OL
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por lo tan to si tomamos un x,; € E*(a,8,) "E *(a,d,),debera cumplirse :

oc+|3<f(X1)<oc+B

lo cual es absurdo.

Este parti6 de sup oner la existencia de otrolimite,ademas de o, (parax — a)

De manera que esto no es posible y a es el unico limite para x — a

TEOREMA DE CONSERVACION DE SIGNO.

“Si una funcion tiene limite finito positivo para x—a, existe un entorno reducido
de centro a en el cual f(x) es también positiva”

si lim, ,,f(x)=a>0 = 3JE*(a,0)/VxeE*(a,0)= f(x)>0
Demostracion:
Dado€ = a > 0, por hipétesis y def.de limite :
JE*(a,8)/VxedE*(a,d):a—a<f(X)<a+a
200 7T\ osea 0<f(x)<2a
oaf I
fx)|-~- / '.
b
0 X a
Ejercicio 2 :

a) Enunciar y demostrar el teorema de conservacion de signo para a<0

b) Demostrar que si :
lim, ,,f(x)=5 = 3JE*(a,d)/VxeE*(a,0)= f(x)>3
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OPERACIONES CON LIMITES:

SUMA PRODUCTO COCIENTE
f(x) g(x) f(x)+g(x) f(x) g(x) f(x).g(x)| | f(x) g(x) f(x)/g(x)
2 2 2 VAN AN J
a B otp ol B o.p o B0 o l/p
+00 B +o0 © B0 o0 o B ©
—00 B —o0 o0 00 00 (0 o0 0
+00 400 +00 00 0 ? az0 0 o0
—0  —00 —00 o o0 ?
+0 - ? 0 0o 2

“INDETERMINACIONES” : *“+00—00"

“w.O” “wlw” “O/O”

Lim

ITES DE FUNCIONES POLINOMICAS Y RACIONALES

1) LIMITES DE LA FUNCION CONSTANTE:

Seaf: f(x) =k/keR. De acuerdo a las definiciones de limite :

yﬁ
lim k=k k “al limite de una
X—a constante es la
X—»00 > propia constante”
0 X

2) lim x =a
Xx—a

(consecuencia directa de la def. de limite finito)

n n
3) limx"=lim X.x.X....x = a.a.a\..{a =a

x—>a x—a Wi ii

neN,n>2

n

teo.lim producto

4) Consecuencia de lo anterior y de los teoremas de limite
de la sumay el producto surge :

Si f es una funcién polinémica = lim f (x) = f (a)
x—a
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EJEMPLOS DE CALCULO DE LIMITES :
(se aplicaran los teoremas de las tablas)

10 1 —2

CREDIEES S, G+3)

1 ) Zl’mx—)Z - x—>-1 =0
@5 —>0
3
3) lim x2+54 = - Para determinar si x>-4 tiende a 0”0 0" le estudiamos
x—>-2+</—>0' susigno : sig(x®>4) +++++0 ®==---0 +++++ +t
-2« 2 X
/h’\ o8
4) 1im x® —5x? +12 ()(//2) (x> =3x— 6)
> -4 (x72).(x+2)
X—2 x—0 X—2 >4

Este es el primer caso de indeterminacion que nos encontramos.
Teniendo en cuenta que tanto numerador como denominador tienen raiz 2
Pueden factorizarse aplicando el teorema de Descartes : f(x)=(x-2).Q(x)
(siendo Q(x) el cociente de dividir f (x) entre x-2).

1 -5 0 12
2 2 -6 -12 = Xx-5x*+12=(x-2).( x>-3x-6)

23600

LIMITES PARA X— o

Ejemplo: lim.(x* —2x* + x—1) = lim.x’ (1 limx® = oo

X—>00 X—>0

Razonando en forma analoga, podemos deducir que:

lim (@anX"+ anX™"+....+ ag)= lim ax"

X—>0 X—00
Ejemplos: —>+00
1) lim (-2 +4x-1)= lim  (-20¢) = o0

X— +o0 X— +o0
2) lim (3x*-4x*+2)=1im (3 x*) =
X— +oo X— +oo
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EQUIVALENTES:
DEF: f(x)=g (xX) < lim

S0
g(x)
X—a X—a
o0 o0 X1\ y
EJEMPLOS:
-2 1

2 — .
1) dim Sl g ST e e o
2(x—1) 2= 1)
x—1 x—>1 1 x—1
(Observar las graficas en un entorno de centro 1)

2(x-1)

2) lim (anx"+ an4x™" +.....+ ag )= 1 (justificar)
X—>00 anx"

’U‘def.z

(@anx"+ anaX"+....+ap) & anX”
X—>% (an=0)

Puede demostrarse también que:

\ |
\J (anxn + an-1Xn_1 +.....+ ao_) ~ anX
Xx— (an#0)  (en condiciones de 3)

Ejercicio: Demostrar que si| lim f(x)=a#0 = f(X)=a
X—a X—a

SUSTITUCION POR EQUIVALENTES:

Demostraremos que en el calculo de limites es posible sustituir en ciertas
condiciones una expresion por una equivalente sin alterar el limite.

TEOREMA DE SUSTITUCION POR EQUIVALENTES EN PRODUCTO:

@f(x)zh(x) @ lim f(x).g(x) =lim h(x).g(x)
X—a

Xx—a X—a
3 lim f(x).g(x)

x—a
h(x)=0 vxeE(a,d)

Demostracion :
1 por Hy def.»
lim f(x).g(x) = lim .h(x).g(x) = lim h(x).g(x)
X—a X—>a I  x>a

teoremas de limite del producto.
Divido y multiplico por h(x)#0 en E(a,)
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TEOREMA DE SUSTITUCION POR EQUIVALENTES EN COCIENTE:
(completar enunciado y demostracion)

@f(x)z h(x) @ lim f(X)/g(X) = e,

X—a X—a
3 lim f(x)/g(x)

X—a
h(x)=0 vxeE(a,d)

Demostracion :
lim f (x)/g(x) = lim D)= e,
x—a x—a g(x) ¥ x—a

SUSTITUCION EN LA SUMA :

Puede probarse que es posible sustituir por equivalentes en el limite de
una suma, salvo el caso de diferencia de equivalentes.

EJEMPLOS :
~ 3x? ~X
1) lim  (3x*+3x-6).(x+2) = lim 3x*x = lim 3 =0
X—> 40 (X2 +5).(x*-5x) x>+ X X— +00 X
~X2 ~X2

x > 0 por ser x— +ow

~Vax? = Ay =2y =4

2
2) lim NBTHX i 2o
x x
X—> 400 X—> +00
x < 0 por ser x— -o
[4.2 [ 2 ~7
~/4x? = Ja+/x :2.|x|:2.x
2
3) lim NAXTHEX _ im 2o,
X x
X—> -00 X—> =00
~ 2X
4) lim (V4x* +x—-x)= lim (2x-x) =lim X =+
X—> 400 X—> 400 X—> 400
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no puede sustituirse por equivalentes
~2X ) por ser diferencia de equivalentes.

2 42
5) lim (V4x> +x-2x)= lim m:lim i:l

—
4x% +x +2X 4x 4
X—> 400 I x X—> 400
A*-B°
A-B= ~ 4x
A+ B
no puede sustituirse por equivalentes
~-3x 0 por ser diferencia de equivalentes.

2 2 _
6) lim (Vox® —Sx+3x) = lim -2 —2X=9% _ yjy 23X 3

9x* —5x —3x —6x 6
X—> -0 I x— > ~-3x X—> -0

2 2
A+B:A B ~ .BX
A-—B

EAYRG DE UNA FUNCION RACIONAL INCLUYENDO LIiMITES, EJEMPLO:

2

Seaf:f(x):xz_)lc D(f)=R - {+1}
x —
SIGNO ;sigf(x) +++ A4 ---- 0 ++++4 ++++++ R
) -1 0 1 X
LIMITES:
—2
—  —
lim :$oo sig (X*>-1) +++0----- 0+++
x— —1F x—07 31 e— 1 X
—1 1

, x* —x , X. ) 1
lim ——= lim =—
x° -1 (x+D.(x41) 2

X— 1 —2 1

X—>to0 Queda a cargo del lector efectuar el bosquejo grafico.
tebrema de sustitucion en cociente.

EJERCICIOS: Estudio analitico y bosquejo grafico de :

_xz—x—2 ) _ x*(x=1) ) _ x*—x
3)f.f(x)_—x2.(x+l) DT =52 B f)=——
6)f:f(x) =x-1+ x 3 7)f:f(x) = x4 8)f:f(x) = |-

2x -3 Vax? =1 x* +2x-3
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LIMITES DE LAS FUNCIONES EXPONENCIAL Y LOGARITMICA.

y
y e*
Lx
0/ 1 X
0 X

x—> €5 ux)» e"'¥- x> Lx>| u(x)»> Lu(x)—>
acR é° acrR ¢€° acR’ La acR" La

0 1 0 1 1 0 1 0
4o +o0 +0 40 +oo 4o +oo  +o

El teorema de limite de la funcidon compuesta nos permite generalizar.

DOS EQUIVALENTES IMPORTANTES:

"1 ~u(x)  Lu(x) ~ u(x)—1
u(x) >0 u(x) -1

Demostraremos la validez de alguno de los contenidos en las tablas anteriores:

1) lim_,, e* =+
def limo
Lo anterior es cierto (—efﬂ_} VH>03k>0/ si x>k = € >H k

flog. def .log.
Demostr.. e >H «Z2lle o Jo¥, [H ¢ 9e o

Es decir que 3k>0/ si x>k = € > H
Siendo k=LH >0, si H>1, keR" cualquiera si 0<H<1  ~~7 777~
M_) ll'm ex = 400 ]

X—>+00
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2) siaeR" — lim_, Lx=La
def lim. finito

Lo anterior es cierto «&-2/7%
VE (a,e) 3E (a,0)/ VxeE(a,0) =La-e<Lx<lLa+¢

Demostracion:
La-g<lx <Lla+g «zZelor

e" e (e e e (x(e" e’ ae (x{ae’

0
50 — - £<0 — 0<e*<1 —2% > 0<a.e*<a

a)0 -
e0 > e™>»1 ——> a.e®™a a.e® a a.e®

—vxeE(@,8) > La-c<lx<la+e —L 5 Jim  Lx=La
siendo 6=min{ a.e*-a,a- a.e™}

A

La+e

La

La-¢

EAYRG DE UNA FUNCION EXPONENCIAL INCLUYENDO LIMITES
EJEMPLO:

x+1
I—x
f:f(x)=——e D(f)=R-{1,3}
x-3
SIGNO : sig ++4+0 --- -c----- /é ++++++++++
x—3 >
0 3 X
x+1
sig € I GRS
1 X
sig f (x) +++O--;( ------ /E( tHttt bbbt
0 1 3 X

Profesor: Sergio Weinberger. 12
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3
x—3" @
0

lim

—00

LIMITES :

Queda a cargo del lector efectuar el bosquejo grafico.

13
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EAYRG DE UNA FUNCION LOGARITMICA INCLUYENDO LIiMITES,

EJEMPLO:
x—1
fifx)= (x—2).L
) x+1
Dominio; X~ >0 sigt— FFFP
x+1 x+1

Signo sigL x-l = sig x_l—l :sigm
x+1 1 Tt

X
-1 1 X
Sig (x=2) ze-----o------ 0++++
2
Sigf(x)  ------- Al++0----
-1 2

+

8

1

0

)

lim_,. @ %n =lim_,, /1 (_—2j =-2

N :
1

~X

Profesor: Sergio Weinberger.
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Bosquejo grafico a cargo del lector.

A

Y

v

@ EJERCICIOS: estudiar dominio, signo, limites y bosquejo grafico de:

X
9)f:f(x)=€ ° 12)- [ f(x)= (x+3).L(2—xj
1
- 2
10)f:f(x)=""1 " 13)- /- f(x)=——. x+2
x—1 1-x x-3
=3
_ -1
11)f:f(x) = Ja-1.8 72 14)- f:f(x)=|x |.L|2x+22|
X X —
INFINITOS
Def: f(x) es un infinito para x - a(©) < lim_,, f(x)=w©
Ejemplos: x* es un infinito para x — +o
e* es un infinito para x — 4o
Lx es un infinito para x — + y para x > 0"
%es un infinito para x — 1
x_
@ 15)Ejercicio: demostrar que:
2 2
L(x* +3x)~ Ls* pero € " * re”

X — +00

Profesor: Sergio Weinberger.
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“brden de infinitos:

Veamos el comportamiento de los siguientes infinitos para x — +o:
Lx,Lx*,x*,e*,x*. Complete la siguiente tabla:

X Lx Lx* x* e’ x* Lx e’ Lx*
x* x* Lx
1
5
10
100

Ll

+o0 +o0 +00 +o0 +o0 +o0

Apartir de estas ideas definiremos orden por comparacién:

Definicién: sean f(x) y g(x) infinitos para x — a .Diremos que:
o0

1)- ORD f(x)>ORDg(x) <> lim,_,, RACI

X—>00 g(x)
X—>a
X —> 0
lim
2)-ORDf(x)<ORDg(x) <> xra %_ 0
g\X
X—>a
X —> 0
lim
3)-ORDf(x)=ORDg(x) <> i:c‘; %w:ﬁ 0
X
X —>a
en caso a=1, decimos f(x)~g(x) (x—>a 0 Xx—>o)
X — 00

Profesor: Sergio Weinberger.
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Admitiremos, como se observa en la tabla anterior que:

TEOREMA DE ORDENES PARA x — +o

ORD (L"x) < ORD (x*) < ORD (e“*) < ORD (x")
h>0 k>0 >0 B>0
X —> +00

Estos infinitos se llaman respectivamente: logaritmico, potencial, exponencial,
potencial-exponencial

APLICACIONES : —+o0 (potencial)
10
, X
1) lim _,,,—-=0 por definicion y teorema de 6rdenes.
e
400 (exponencial)
—+oo (potencial)
1
4 \/; 1 x2 .
2) 1lmx—>+oo Ty llmx—)Jroo LZ—);"‘OO (por érdenes)
\—>O —+oo (logaritmico)
I1 e’ . .
3) m, , , —= no es indeterminado!!
Y
— - En este caso €* no es un

infinito. El teorema anterior solo es valido para —-+o.

Profesor: Sergio Weinberger.
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CAMBIOS DE VARIABLE PARA APLICAR TEOREMA CON X—+x»

A efectos de poder aplicar el teorema de infinitos para x— «, en algunas
Indeterminaciones pueden hacerse cambios de variable adecuados.

Algunos de ellos pueden ser:  si.x —> a”,hacemos..: z =

—> +o0
X—a

si.x —> a ,hacemos..:z = —

— +00
X—a

si.x — —0, hacemos.. . z = —x — +©

0 —>+00 7\4
1
1y lim__ . (x* -4 .: Zz’mH2+M(x—2).ex—2 =
y
+o0
ELE 1 e’

=ll'mx_)2+ 4.(x—2).e? 1 llmz_>+w4.;.ez = Zz’mz_>+w4,? — 400

z= 5 —> 400 (por ordenes)
x_
o0 —00
2
2
Iim =Zz'm ) =
2) -1 < > x(x+1)
0
2 1
, 1 I4 -z __ /4 T
lim - ) et _lim_, ze =lim,_ z—=
| ' \
=lim_,,, =z 0 (por 6rdenes) .
e x+1

—_

Z =

x-=3

1

7
3) lim__.. (x> +x—12).L(x-3) = lim .. m).(x -3).L(x-3)=

lim 7.—

z—>+o0 ©°

=0
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SUMA DE INFINITOS DE DISTINTO ORDEN :

Demostraremos que suma de

infinitos de distinto orden es equivalente al de mayor orden.

f (x) y g (x) infinitos para x—a(w

f(x)+g(x)~g(x)

ord[f(x)]<ord[g(x)] = xoa(o)
Demostracion :
limx—m M =1i x—)a(f(X) n g(X)) 1 def ~ S f(x)+ g(x) ~ g(X)
g(x) g(x)  g(x) X a

por H y def. ordenes L

|

1

~ ¢ por teo anterior

N\

teo lim. Suma

Ejemplo: lim . (e* —x”)=lim _,  e* =+
1

Ejercicio 16: Sean u:u(x)=L(x-1) v:v(x)=—1 :
X J—

a)lnvestigar cual e estos dos infinitos para x — 1" es de mayor orden.

b) Calcular lim_ . (L(x -1+ LJ
X J—

@ EJERCICIOS: Calcular los siguientes limites:

x*-3x

17) lim 18) lim,_,_,

x—3

2x—6

L(3x+5)—-L(7x-3)
—x*+5x-6

20) lim,_, 21) lim

3x

L(x*=7x-1)
4x -3

23) lim_, .,

1
x2+2x —

e**? 27y lim
x+5 )

26) lim__ .

x—3 x2

-9

—2x

X

, e
29) lim,_, , —
X

, e
30) lim, ., ——
X

Profesor: Sergio Weinberger.

L3x+4)
2

X—>+00

, e -
2 e e

31) lim__

2

x2+x
x—5

19) lim_, .,

§ Vx

22) lim _,  —
)  Ix

er

3
e’ —x

” L‘x‘+x

25) lim _,_

2 L
e 28)lim . (x* +3x—4).L(x-1)

3+L‘x2 —Zx‘
x—=2

2

(e* 1)

19



1
32) f: f(x) = ()C2 +2Xx).e*?

x+2
34) f: f (x)= ;L(4x2 -1)

x+3
36)f:f(x)=m
Lx+2[-1
38)f:f(x)=m

Profesor: Sergio Weinberger.

@ EJERCICIOS: estudiar dominio, signo, limites y bosquejo grafico de:

2

3x—1

33)f:f(X)= x+28x2+5x+6
x*+x |2x+2|
35)F:f(x) =" L\Zx—d
e’ =2
37)f:f(x)=m
L]
39)f:f(x)= EEERD
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